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1. Êðàòêèé îáçîð êóðñàÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî íàóêà, ïîñâÿùåííàÿ ðàçðàáîòêå îïòèìàëüíîãî âûâîäà, îñíîâàííîãî íàíåèçâåñòíûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ.Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èñõîäîâ íåêîòîðîãî ýêñïå-ðèìåíòà. Ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ñîáûòèåìíàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ýêñïåðèìåíòîì íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ,ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.Îïðåäåëåíèå. �åíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå, áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íîå ïîä-ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàþò �óíêöèþ îò ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ.1.1. Ìîäåëü êîíå÷íîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà�àññìîòðèì ìîäåëü ¾Âûáîð áåç âîçâðàùåíèÿ¿. ÏóñòüN � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè,M � ÷èñëî îòìå÷åííûõ (êàêèì-òî ñâîéñòâîì) ýëåìåíòîâ, n � ðàçìåð âûáîðêè, ò. å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ, âûáðàííûõèç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, m � ÷èñëî îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ â âûáîðêå.Âåðîÿòíîñòíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé, êîãäà n, M è N çàäàíû, à m 2 f0; : : : ;min(n;M)g. Òîãäàâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáîðêè ðàçìåðà n îêàæåòñÿ ðîâíîm îòìå÷åííûõ ýëåìåíòîâ, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíàïî èçâåñòíîé �îðìóëå Qn;m(N;M) = CmMCn�mN�MCnN :Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å. Íàïðèìåð:à) Äîïóñòèì, ÷òî n, m, N èçâåñòíû, à M � íåèçâåñòíî. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü M . Ýòî â íåêîòîðîì ñìûñëåçàäà÷à, îáðàòíàÿ âåðîÿòíîñòíîé. �åøèòü åå íå òàê-òî ïðîñòî. Ïðîñòåéøåå (íî äîâîëüíî ãðóáîå) ïðèáëèæåíèåäëÿ M ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, èç ñîîòíîøåíèéMN � mn ; M � mn N:Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè áîëåå òî÷íûå îöåíêè, íóæíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûìè è çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ñòàòèñòèêà.á) Ïóñòü çàäàíû n, m èM , à N íåèçâåñòíî. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü N . Ïðèìåð òàêîé çàäà÷è � îöåíêà ÷èñëà ðûáâ âîäîåìå: ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà ðàçìåðà M , ïîìå÷àþòñÿ âñå ðûáû èç ýòîé âûáîðêè, à ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿïðîèçâîäèòñÿ åùå îäíà âûáîðêà ðàçìåðà n è ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ðûá m èç ýòîé âûáîðêè. Ïîýòèì äàííûì òðåáóåòñÿ îöåíèòü ÷èñëî ðûá â âîäîåìå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüeQn;m(N) êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííîé N . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ eQ ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à çàòåì óáûâàåò. Âêà÷åñòâå îöåíêè èñêîìîãî çíà÷åíèÿ N âûáèðàåòñÿ òàêîå öåëîå N�, äëÿ êîòîðîãî eQn;m(N) ìàêñèìàëüíî. Ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî N� = hM nmi 6M nm:�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò: äâà ðàçà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áðîñàåòñÿ ìîíåòêà. Ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü äâå ìîäåëè ýòîãî ýêñïåðèìåíòà:1) 4 èñõîäà: âûïàëè ïîñëåäîâàòåëüíî îðåë�îðåë, îðåë�ðåøêà, ðåøêà�îðåë, ðåøêà�ðåøêà. Êàæäîìó èñõîäóïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü 14 .2) 3 èñõîäà: 2 îðëà, 2 ðåøêè, 1 îðåë è 1 ðåøêà; êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü 13 .Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâàÿ ìîäåëü áîëåå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷åì âòîðàÿ: ïðè áîëüøîì÷èñëå èñïûòàíèé êàæäûé èç ÷åòûðåõ èñõîäîâ ïîÿâëÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê 14 , â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîé ìî-äåëè ïîñëåäíèé èñõîä ïîÿâëÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê 12 , à ïåðâûå äâà � ñ ÷àñòîòîé 14 , ÷òî ïëîõî ñîîòâåòñòâóåòïðèïèñàííûì âåðîÿòíîñòÿì.Â íåêîòîðîì ñìûñëå çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè îáðàòíà çàäà÷å òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â òåîðèè âå-ðîÿòíîñòåé â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè âåðîÿòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé è îñíîâíîé çàäà÷åéòåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ñîáûòèé (èñ-õîäÿ èç èçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé áîëåå ïðîñòûõ ñîáûòèé) äëÿ äàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Â ìàòåìàòè÷åñêîéñòàòèñòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà â âåðîÿòíîñòíîéìîäåëè èçó÷àåìîãî ýêñïåðèìåíòà èìååòñÿ òà èëè èíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â çàäàíèè âåðîÿòíîñòè, è çàäà÷à ìàòå-ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óìåíüøèòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü, óòî÷íèòü (âûÿâèòü) ñòðóêòóðóñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâîäèìûõ íàáëþäåíèé.4



1.2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñõåìû ÁåðíóëëèÇà�èêñèðóåì ÷èñëî n 2 N. �àññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1, �2, . . . , �n(!) íà íåêîòîðîì îáùåì âåðîÿò-íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (
;A ;P), ! 2 
. Èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå:P(�1 = a1; �2 = a2; : : : ; �n = an) = pa1+:::+anqn�(a1+:::+an); ak 2 f0; 1g; p; q > 0; p+ q = 1:Çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �1 � èñõîä ïåðâîãî èñïûòàíèÿ, P(�1 = 1) = p, P(�1 = 0) = q = 1 � p, èàíàëîãè÷íî äëÿ �2; : : : ; �n. Îòñþäà P(�1 = a1) = pa1q1�a1 , è ò.ä. Çíà÷èò,P(�1 = a1; �2 = a2; : : : ; �n = an) = pa1+:::+anqn�(a1+:::+an) = nYk=1�pakq1�ak� = P(�1 = a1) : : :P(�n = an):Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �1, �2, . . . , �n � íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ.�àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Sn = �1 + : : :+ �n. Îíà èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:P(�1 + : : :+ �n = m) = Cmn pmqn�m; Sn = �1 + : : :+ �n; MSn = np; DSn = npq:Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � îöåíèòü íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå p. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ òðè ïîäõîäà�òî÷å÷íàÿ îöåíêà, èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà è âûáîð èç äâóõ ãèïîòåç. Ïðîäåìîíñòðèðóåì êàæäûé èç íèõ íà ïðèìåðåñõåìû Áåðíóëëè. 1.2.1. Òî÷å÷íàÿ îöåíêàÇàïèøåì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè:Snn = �1 + : : :+ �nn P! MSnn = npn = p; n �!1:ò. å. ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ óñïåøíîãî èñõîäà Snn ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ïàðàìåòðó p: Snn P! p, n �!1.Âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà p ýòó ÷àñòîòó Snn =: p̂n. Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè mn ,m = 0; : : : ; n.Òåîðåìà 1.1. Ýòà îöåíêà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) Íåñìåùåííîñòü: Mp̂n = p.2) Ñîñòîÿòåëüíîñòü: p̂n P! p, n �!1.3) Ý��åêòèâíîñòü: Äèñïåðñèÿ ÷àñòîòû p̂n ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñðåäè äèñïåðñèé âñåõ äðóãèõ îöåíîê,êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 1) è 2).� Âûøå óæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà p̂n íåñìåùåííàÿ (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî MSn = np), à â ñèëóçàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè îíà ñîñòîÿòåëüíà; òåì ñàìûì ñâîéñòâà 1) è 2) äîêàçàíû.Äîêàæåì ñâîéñòâî 3) � ý��åêòèâíîñòü. Ïóñòü ~pn � ëþáàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà p, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèÿì 1) è 2) (íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü). �àññìîòðèì âåëè÷èíó M(~pn � p)2. Îíà íàçûâàåòñÿ ñðåäíåéêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé îöåíêè ~pn.Äëÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé, â ÷àñòíîñòè äëÿ íàøåéîöåíêè p̂n: M(p̂n � p)2 = Dp̂n.Îáîçíà÷èì P(�1 = a1; �2 = a2; : : : ; �n = an) = pa1+:::+an(1� p)n�(a1+:::+an) = g(p; a1; : : : ; an):Äëÿ ëþáîãî p 2 (0; 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P(a1;:::;an) g(p; a1; : : : ; an) � 1: Óñëîâèå íåñìåùåííîñòè îöåíêè îçíà-÷àåò, ÷òî M~pn = P(a1;:::;an) ~pn(a1; : : : ; an)g(p; a1; : : : ; an) = p: �àññìîòðèì g(p; a1; : : : ; an) = g(p) êàê �óíêöèþ ïàðà-ìåòðà p. Òîãäà íàøè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå (ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì(a1; : : : ; an)): � P g(p) � 1;P ~pn � g(p) � p; 0 < p < 1:Ïðîäè��åðåíöèðóåì êàæäîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïî p, à çàòåì, óìíîæèâ ïåðâîå íà p, âû÷òåì åãî èç âòîðîãî;ïîëó÷èì: X(~pn � p)g0p(p) � 1:5



Òåïåðü ïðåäñòàâèì g0p(p) êàê ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ: g0p(p) = g(p)� ln g(p)�p , à çàòåì ïðèìåíèì íåðàâåíñòâîÊîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïðåäñòàâèâ g(p) â âèäå g(p) = pgpg:1 � �X(~pn � p)g(p)� ln g(p)�p �2 6 �X(~pn � p)2g(p)� X�� ln g(p)�p �2 g(p)! :Òàê êàê M~pn = p (óñëîâèå íåñìåù¼ííîñòè îöåíêè ~pn), òî ïåðâûé èç ìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãîíåðàâåíñòâà � ýòî äèñïåðñèÿ ~pn. Îáîçíà÷èì âòîðîé ìíîæèòåëü ÷åðåç I(p), òîãäà íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ ââèäå 1 6 D~pn � I(p), èëè D~pn > 1I(p) . Íàéäåì I(p) â ÿâíîì âèäå:I(p) = M �P �kp � n�P �k1� p �2 = M (P �k � np)2p2(1� p)2 = D (P �k)p2(1� p)2 = np(1� p)p2(1� p)2 = np(1� p) :Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå I(p) â íåðàâåíñòâî äëÿ äèñïåðñèè, ïîëó÷àåì: D~pn > p(1� p)n = Dp̂n; ò. å. îöåí-êà p̂n äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé èç âñåõ íåñìåùåííûõ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ~pn. Òåîðåìàäîêàçàíà. �Åñëè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà p̂n ïàðàìåòðà p, òî ïðåäñòàâèì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mp̂n â âèäåMp̂n = p+�n. Òîãäà �n íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì îöåíêè p̂n. Íåñìåùåííûå îöåíêè îáëàäàþò íóëåâûì ñìåùåíèåì:�n = 0.Äëÿ íàøåé îöåíêè p̂n = Snn , î÷åâèäíî, Dp̂n �! 0, n �! 1, ò. å. ÷àñòîòà îáëàäàåò íàèìåíüøèì ðàññåÿíèåì,åñëè ðàññåÿíèå èçìåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèè.1.2.2. Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêàÈíòåðâàëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà p íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë [�pn; ��pn℄, êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:P�p 2 [�pn; ��pn℄	 > 1��, 0 < � < 1; �pn = �pn(�), ��pn = ��pn(�). Ïðè ýòîì äëèíà èíòåðâàëà äîëæíà áûòü íàèìåíüøåé.Ïðèìåð 2.1. �àññìîòðèì n = 100 áðîñàíèé ïðàâèëüíîé ìîíåòû (ñõåìà Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p = 0;5),xk � èñõîä k-ãî èñïûòàíèÿ (çíà÷åíèå áåðíóëëèåâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �k); Sn = �1 + : : : + �n. Î÷åâèäíî,P(0 6 Sn 6 100) = 1. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òîP(35 6 Sn 6 65) = 0;99822; P(39 6 Sn 6 61) � 0;98:Òàêèì îáðàçîì, � 35100 ; 65100�� äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0;99822;à � 39100 ; 61100� � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ � 0;98.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè çàïèøåì äëÿ îöåíêè p̂n = Snn íåðàâåíñòâî×åáûø¼âà: P�����Snn �MSnn ���� > "� 6 DSnn"2 =) P�����Snn �MSnn ���� 6 "� > 1� DSnn"2 ;P���p̂n � p�� 6 "� > 1� pqn"2 > 1� 14n"2 > 1� �; � = 14n"2 :Òåïåðü çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå � 2 (0; 1). Òîãäà äëÿ "� =q 14n� ïîëó÷èì:P���p̂n � p�� 6 "�� > 1� �; ò. å. P�p̂n � "� 6 p 6 p̂n + "�� > 1� �:Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè èíòåðâàë [p̂n�"�; p̂n+"�℄, â êîòîðîì ñ çàäàâàåìîé íàìè âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè �íàõîäèòñÿ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð p. Îí íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà p ñ äîâåðèòåëüíîéâåðîÿòíîñòüþ 1 � � (èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè �). ×åì ìåíüøå ìû âûáèðàåì �, òåì áîëüøå ýòîò èíòåðâàë.Äëÿ çàäàííîãî � äëèíó èíòåðâàëà ìîæíî óìåíüøèòü çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà èñïûòàíèé n.Óêàæåì åùå îäèí (áîëåå òî÷íûé) ñïîñîá íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè â ñõåìå Áåðíóëëè. Ïî òåîðåìåÌóàâðà�Ëàïëàñà ÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ ñõåìû Áåðíóëëè ñ ðîñòîì n ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå:Sn �MSnpDSn = Sn � nppnpq D�! N (0; 1): (1)Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî îöåíèòü âåðîÿòíîñòüP���p̂n � p�� 6 "� = P���Sn�npn ��q npq 6 "q npq� ' ��"q npq�����"q npq� = 2�(u)� 1; u = "q npq :6



Çäåñü �(u) = 1p2� uR�1 e� t22 dt � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Ôèêñèðóåì 0 < � < 1. Íàì íóæíî, ÷òîáû 2�(u) � 1 = 1 � �, ò. å. �(u) = 1 � �2 . Îáîçíà÷èì òàêîå çíà÷åíèåu, ïðè êîòîðîì ýòî âûïîëíåíî, ÷åðåç u1��2 (êâàíòèëü ïîðÿäêà 1� �2 íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàõîäèòñÿ èçòàáëèöû êâàíòèëåé). Òîãäà èñêîìîå " íàéäåì èç óñëîâèÿ "q npq = u1��2 ; " = u1��2qp(1�p)n . Èòàê, íåðàâåíñòâî��p̂n � p�� 6 u1��2rp(1� p)n (2)âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ' 1��. Îñòàëîñü íàéòè ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Âîçâåäåì íåðàâåíñòâîâ êâàäðàò: �p̂n � p�2 6 u21��2 p(1� p)n :Ïîëó÷èëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà p. Â êà÷åñòâå �pn è ��pn áåðóò êîðíè ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî âñåãäà D > 0 è êîðíåé äåéñòâèòåëüíî äâà).1.2.3. Âûáîð èç äâóõ ãèïîòåçÏóñòü çàäàíî p0. �àññìîòðèì äâå (âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ) ãèïîòåçû î ïàðàìåòðå p: H0 (îñíîâíàÿ, èëè íóëåâàÿ,ãèïîòåçà) è H1 (àëüòåðíàòèâíàÿ, èëè êîíêóðèðóþùàÿ, ãèïîòåçà). (Íàïðèìåð, H0 : p = p0, H1 : p 6= p0.) Íàøàçàäà÷à: âûáðàòü èç ýòèõ äâóõ ãèïîòåç òó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè.Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè I ðîäà � ýòî âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòü âåðíóþ ãèïîòåçó H0. Âåðîÿòíîñòüîøèáêè II ðîäà � ýòî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü íåâåðíóþ ãèïîòåçó H0.Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 � ýòî ïðàâèëî, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà âåðíàèëè íåâåðíà (ò. å. ïðèíèìàåì åå èëè íå ïðèíèìàåì). Ñîñòàâèì òàáëèöó:H0 H1ïðèíèìàåì H0 �îòêëîíÿåì H0 �Çäåñü âåðîÿòíîñòü îøèáêè I ðîäà (îòêëîíÿåì H0 â òî âðåìÿ êàê îíà âåðíà) îáîçíà÷åíà ÷åðåç �, à âåðîÿòíîñòüîøèáêè II ðîäà (ïðèíèìàåì íåâåðíóþ ãèïîòåçó H0) � �.�àññìîòðèì äâå ãèïîòåçû H0 : p = p0, H1 : p 6= p0 (p0 çàäàíî). Ïóñòü äëÿ ïàðàìåòðà p ïîëó÷åíà èíòåðâàëüíàÿîöåíêà äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè � � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë [�pn; ��pn℄. Òîãäà ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêîéêðèòåðèé:1) Åñëè p0 2 [�pn; ��pn℄, òî H0 ïðèíèìàåì (è ñîîòâåòñòâåííî, îòêëîíÿåì H1);2) Åñëè p0 62 [�pn; ��pn℄, òî H0 îòêëîíÿåì (è òåì ñàìûì ïðèíèìàåì H1).Ïîñêîëüêó [�pn; ��pn℄ � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1� �, òî âåðîÿòíîñòü îøèáêèI ðîäà íå ïðåâîñõîäèò �.�àññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ãèïîòåç î ïàðàìåòðå p ñõåìû Áåðíóëëè. Ïóñòü H0 : p = p0, H1 : p = p1, ãäåp0 < p1 � çàäàíû, è ïóñòü � � âåðîÿòíîñòü îøèáêè I ðîäà, � � âåðîÿòíîñòü îøèáêè II ðîäà. Êàê âñåãäà,îáîçíà÷àåì Sn = �1 + : : : + �n. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êðèòåðèé: åñëè Sn > m�, òî H0 îòêëîíÿåì (òåì ñàìûìïðèíèìàÿ H1), à åñëè Sn 6 m�, òî H0 ïðèíèìàåì (H1 îòêëîíÿåì). ×èñëî m� íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåìè íàõîäèòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ìèíèìèçàöèè ïðè �èêñèðîâàííîì n ñóìì (âåðîÿòíîñòåé îøèáîê I è II ðîäà)� = nXm=m�+1Cmn pm0 (1� p0)n�m; � = m�Xm=0Cmn pm1 (1� p1)n�m:Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü çàäàíû 0 < �0 < 1 è 0 < �0 < 1. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n è ñîîòâåòñòâóþùåååìó m�(n), òàêèå ÷òî äàííûé êðèòåðèé ðàçëè÷àåò ãèïîòåçû H0 è H1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê I è II ðîäà,íå ïðåâîñõîäÿùèìè ñîîòâåòñòâåííî �0 è �0.Íà ýòîì ìû çàâåðøàåì îáçîð. Äàëåå ðå÷ü ïîéä¼ò ïîäðîáíåå î òî÷å÷íûõ îöåíêàõ, èíòåðâàëüíûõ îöåíêàõ èïðîâåðêå ãèïîòåç.
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2. Òî÷å÷íûå îöåíêè2.1. Îáùèå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè2.1.1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëüÔóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-ñòâî) � ýòî òðîéêà (
;A ;P), ãäå 
 � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, A � �-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ýòîãîïðîñòðàíñòâà (ñîáûòèé), P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà �-àëãåáðå A .Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Îïðåäåëèìýòî ïîíÿòèå.�åçóëüòàòîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1; : : : ; xn � ñòàòèñòè÷åñêèå äàí-íûå. Ýòî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1; : : : ; �n. Èõ ñîâîêóïíîñòü x(n) = (x1; : : : ; xn) íàçûâàåòñÿ âûáîðêîéðàçìåðà (ïîðÿäêà) n.Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ òðîéêà (X ;B(X );P), ãäå X = fx(n)g � âûáîðî÷-íîå ïðîñòðàíñòâî, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ âûáîðîê ðàçìåðà n, B(X ) � �-àëãåáðà íà âûáîðî÷íîìïðîñòðàíñòâå, P = fPg � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, çàäàííîå íà B(X ).Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî X � Rm , à B(X ) � áîðåëåâñêàÿ �-àëãåáðà.Ïðèìåðàìè ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, ñåìåéñòâî áåðíóëëèåâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé,p 2 [0; 1℄; ñåìåéñòâî ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, � 2 (0;1); ñåìåéñòâî áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðà-ìåòðàìè (n; p), ãäå n �èêñèðîâàíî, à p 2 (0; 1) è ò.ä.Íàøà öåëü � âûäåëèòü èç ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé òî åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå íàèëó÷øèìîáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò íàøèì çàïðîñàì, òî÷íåå, ïîëó÷åííîé âûáîðêå (ïîñëå ýòîãî ìû ñìîæåì ðàáîòàòü ñ âåðî-ÿòíîñòíîé ìîäåëüþ).Åñëè P = fP� j � 2 �g, ãäå � � ïàðàìåòð, � � Rm � ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî ãîâîðÿò, ÷òî P �ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, à (X ;B(X );P) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü.Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð �(n) = f�1; : : : ; �ng ñî çíà÷åíèÿìè (x1; : : : ; xn) â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâåX. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, P � ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà�(n). ×òîáû íå ïóòàòü íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûé âåêòîð) �1; : : : ; �n ñ åãî êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìèx1; : : : ; xn, ãîâîðÿò, ÷òî x1; : : : ; xn � âûáîðêà, à �1; : : : ; �n (�i = �i(!)) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà.2.1.2. Îáîñíîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåðà âûáîðêè êáåñêîíå÷íîñòèÑ÷èòàåì, ÷òî R(n) � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî1. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðî÷íûõ ïðî-ñòðàíñòâ (R(1);B(R(1))); : : : ; (R(n);B(R(n))); : : :ñ âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè P1; : : : ;Pn; : : : . Èññëåäóåì èõ ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ïðè n �!1.Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû P1; : : : ;Pn; : : : íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè8n 2 N 8B 2 B(R(n)) Pn+1(B � R) = Pn(B)Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî (R(1);B(R(1))), ãäå R(1) = fx = (x1; : : : ; xn; : : : ) j xk 2 Rg, B(R(1)) � áîðåëåâñêàÿ�-àëãåáðà.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü B 2 B(R(n)). Òîãäà áîðåëåâñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:Zn(B) = fx = (x1; : : : ) 2 R(1) j (x1; : : : xn) 2 Bg:Òåîðåìà 2.1 (Êîëìîãîðîâ). Åñëè ìåðû íà R(1); : : : ; R(n); : : : ñîãëàñîâàíû, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿâåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íà (R(1);B(R(1))) òàêàÿ, ÷òî P(Zn(B)) = Pn(B) äëÿ âñåõ B 2 B(R(n)) è äëÿ âñåõíàòóðàëüíûõ n.Ýòà òåîðåìà îáîñíîâûâàåò çàêîííîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n �!1 (n � ðàçìåð âûáîðêè).2.1.3. Ìîäåëü ïîâòîðíûõ èñïûòàíèéÎïðåäåëåíèå. Ìîäåëüþ ïîâòîðíûõ èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû �1; : : : ; �n (ñî çíà÷åíèÿìè x1; : : : ; xn ñîîòâåòñòâåííî, (x1; : : : ; xn) 2 X ) íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñ-ïðåäåëåíû.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìîäåëè ïîâòîðíûõ èñïûòàíèé.1Ïî÷åìó-òî ëåêòîð îáîçíà÷èë åãî íåñòàíäàðòíî... � ïðèìå÷. Ñ.Ê.8



Ïðèìåð 1.1. �àññìîòðåííàÿ âûøå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñõåìû Áåðíóëëè � ìîäåëü ïîâòîðíûõ èñïûòàíèé.Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ ñ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåìâåðîÿòíîñòè P(� = 0) = p, P(� = 1) = 1� p, ãäå p 2 (0; 1) � ïàðàìåòð.Ïðèìåð 1.2. �àññìîòðèì ýêñïåðèìåíò ïî èçìåðåíèþ òåìïåðàòóðû. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èçìåðåíèÿ íåçàâèñèìûè ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé � çíà÷åíèÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1; : : : ; �n � �. Íà ïðàêòèêåîáû÷íî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé êîëåáëþòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ a, ïîýòîìó óäîáíî ðàññìàò-ðèâàòü � â âèäå � = a + �, ãäå � = (�1; : : : ; �n), � = (�1; : : : ;�n) � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà, èëè â êîîðäèíàòàõ:�k = a +�k, k = 1; : : : ; n. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; : : : ;�n òàêæå íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû; ïðèýòîì M�k = 0, D�k = �2 8 k. Ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâèçìåðåíèé:��n = �1 + : : :+ �nn = a+ �1 + : : :+�nn ; ��n = �1 + : : :+�nn � ñðåäíÿÿ îøèáêà, M ��n = 0; D ��n = �2n :2.1.4. Âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêèÏóñòü â íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè èìååòñÿ âûáîðêà ïîðÿäêà n: x1; : : : ; xn.Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) îò ýëåìåíòîâ âû-áîðêè x1; : : : ; xn.Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò ðàñïðåäåëåíèå F (x), òî ìåäèàíîé ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâà-åòñÿ òàêîå ÷èñëî �, ÷òî F (�) = 12 .Ìåäèàíà ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî P(� > �) = P(� 6 �).�àññìîòðèì ïðèìåðû íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñòàòèñòèê (èëè âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê):� Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå: xn := nXi=1 xi; (1)� Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ: S2n := 1n nXi=1(xi � xn)2; (2)� Âûáîðî÷íûé ìîìåíò ïîðÿäêà k: b�k = 1n nXi=1 xki (3)� Âûáîðî÷íûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k:
Mk = 1n nXi=1(xi � xn)k; (4)� Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè: óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû âûáîðêè ïî âîçðàñòàíèþ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüx(1); : : : ; x(n): (5)Îíà íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì âûáîðêè, à å¼ ýëåìåíòû � ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè. Ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû �(n) ñî çíà÷åíèÿìè x(n) òàêæå íàçûâàþòñÿ ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè. Áîëåå �îðìàëüíî,x(1) := min(x1; : : : ; xn); (6)x(2) := max�mink (x1; : : : ;
xk; : : : ; xn)�; (7)x(3) := max�mini6=j (x1; : : : ; bxi; : : : ; bxj ; : : : ; xn)�; (8): : : : : : : : : (9)x(n) := max(x1; : : : ; ; xn); (10)ãäå ¾êðûøêà¿, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò ïðîïóñê ýòîãî ýëåìåíòà.� Âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà: b� = (x(m); n = 2m� 1;12 �x(m) + x(m+1)� ; n = 2m: (11)9



Ïðèìåð 1.3. �àññìîòðèì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0; �℄, � � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïàðàìåòð � ìîæíîîöåíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:1. b�1 = 2xn � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà2. b�2 = x(n) (îöåíêà ïî êðàéíåé òî÷êå) � ñìåù¼ííàÿ, íî ñðåäíå-êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ìåíüøå, ÷åì ó b�1.2.2. Ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ2.2.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâàÎïðåäåëåíèå. Ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äàííîé âûáîðêè x1; : : : ; xn íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿbFn(x;x1; : : : ; xn) = 1n nXk=1 I(�1;x℄(xk) = 1n nXk=1 I(xk6x);ãäå IA(x) = � 1; x 2 A;0; x 62 A: � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.Ïåðåéäåì îò âûáîðêè x1; : : : ; xn ê âàðèàöèîííîìó ðÿäó (ñîâîêóïíîñòè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê); èíûìè ñëîâà-ìè, óïîðÿäî÷èì âûáîðêó ïî âîçðàñòàíèþ: x(1); : : : ; x(n). Òîãäà, î÷åâèäíî, ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäåbFn(x;x1; : : : ; xn) = bFn(x;x(1); : : : ; x(n)) = 8<: 0; x < x(1);kn ; x(k) 6 x < x(k+1); 1 6 k 6 n� 1;1 x > xn:Åñëè âûáîðêà x1; : : : ; xn �èêñèðîâàíà, òî ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî �óíêöèÿ îò ïåðåìåí-íîé x 2 R: bFn(x;x1; : : : ; xn) = bFn(x): Îíà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �(ïðîâåðüòå ýòî!): bFn(x) = F�(x) = P(� 6 x).Åñëè æå âûáîðêà íå �èêñèðîâàíà, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; : : : ; �n, ïîðîäèâøèå ýòó âûáîðêó, íåçàâèñè-ìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü bFn(x; �1; : : : ; �n). Äëÿêàæäîãî x 2 R ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: bFn(x; �1; : : : ; �n) = bFn(x;!):Òåîðåìà 2.2. 1) Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n bFn(x; �1; : : : ; �n) èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè(n; p = F (x)) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x 2 R;2) bFn(x; �1; : : : ; �n) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (x);3) P� limn�!1 bFn(x; �1; : : : ; �n) = F (x); 8x 2 R� = 1;4) n bFn(x; �1; : : : ; �n) d�! N �F (x); F (x)(1�F (x))n �, n �!1.� Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû bFn(x; �1; : : : ; �n) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x 2 R. Åñëè�k 6 x, òî I(�1;x℄(�k) = 1, à åñëè �k > x, òî I(�1;x℄(�k) = 0. Çíà÷èò, ïðè êàæäîì x 2 R bFn(x; �1; : : : ; �n) �ýòî ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ f�k 6 xg, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà P(�k 6 x) = F�k (x) = F (x). Îòñþäàïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà n bFn(x; �1; : : : ; �n) èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p =F (x)) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì x 2 R (óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû). Å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿñîîòâåòñòâåííî ðàâíû np è np(1� p), ïîýòîìó ïîëó÷àåìM bFn(x; �1; : : : ; �n) = F (x); D bFn(x; �1; : : : ; �n) = F (x)�1� F (x)�n 8x 2 R: (12)Òàêèì îáðàçîì, ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ bFn(x; �1; : : : ; �n) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó(òåîðåòè÷åñêîé) �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). ÏîñêîëüêóM bFn(x; �1; : : : ; �n) = F (x), òî ýòà îöåíêà íåñìåùåííàÿ,à â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà P�j bFn(x; �1; : : : ; �n) � F (x)j > "� 6 D bFn"2 = p(1�p)n"2 �! 0; n �! 1 8x 2 R, ò. å.bFn(x; �1; : : : ; �n) P! F (x), n �! 1 8x 2 R, çíà÷èò ýòà îöåíêà ñîñòîÿòåëüíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 2)òàêæå äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 3) ñëåäóåò èç ÓÇÁ× äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè (òåîðåìà Áîðåëÿ), à óòâåðæäåíèå 4) � èç �îðìóë(12) è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè-ìåíåííîé ê ñóììå n bFn(x; �1; : : : ; �n) = nPk=1 I(�1;x℄(�k). �Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî bFn(x; �1; : : : ; �n) ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé îöåíêîé F (x) 8x 2 R.Íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî åùå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, ÷åì óòâåðæäåíèå 3) äîêàçàííîé òåîðåìû, à èìåí-íî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü bFn(x; �1; : : : ; �n) ê F (x) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåéòåîðåìû. 10



2.2.2. Òåîðåìà �ëèâåíêî �ÊàíòåëëèÒåîðåìà 2.3 (�ëèâåíêî �Êàíòåëëè). Ïóñòü �1; : : : ; �n � âçàèìíî íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x); bFn(x; �1; : : : ; �n) = 1n nPk=1 I(�1;x℄(�k) � èõ ýìïèðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà P� limn!1 supx ���� bFn(x; �1; : : : ; �n)� F (x)���� = 0� = 1(ò. å. bFn(x; �1; : : : ; �n) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê F (x) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1).Çàìå÷àíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òåîðåìå �ëèâåíêî �Êàíòåëëè íå òðå-áóåòñÿ ïîíÿòèÿ âûáîðêè: îíà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ çàäàííîãî (èçâåñòíîãî) íàáîðà âçàèìíî íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.� Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åðåç bFn(x) = bFn(x;!). Ïîóñëîâèþ òåîðåìû, F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1; : : : ; �n. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1) Ïóñòü F (x) � íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0 è k 2 N, k 6= 1:1k 6 ". Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà, òî äëÿ êàæäîãî i = 0; : : : ; k íàéäåòñÿ xi:F (xi) = ik (âîçìîæíî, x1 = �1 èëè xk = +1), ïðè÷åì òàêèå x1; : : : ; xk îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Äëÿ ñîñåäíèõòî÷åê, ïî îïðåäåëåíèþ, F (xi+1)� F (xi) = 1k 6 ": (13)Çà�èêñèðóåì i è ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x: xi < x < xi+1. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè �óíêöèé F è bF èìååì:bFn(xi)� F (xi+1) 6 bFn(x)� F (x) 6 bFn(xi+1)� F (xi); (14)è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (13), îòñþäà ïîëó÷àåì:bFn(xi)� F (xi)� " 6 bFn(x)� F (x) 6 bFn(xi+1)� F (xi+1) + ";�� bFn(x) � F (x)�� 6 max06i6k�� bFn(xi)� F (xi)��+ "; 8x 2 R; =)supx2R�� bFn(x)� F (x)�� 6 max06i6k�� bFn(xi)� F (xi)��+ "; 8 " > 0; ãäå 1k 6 ": (15)�àññìîòðèì ñîáûòèå Ai = �! : bFn(xi;!) �! F (xi); n �! 1	: Ïî ÓÇÁ× äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè P(Ai) = 1.Äàëåå, ðàññìîòðèì ñîáûòèå A(k) = kTi=1Ai. Åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà P(A(k)) = 1 (ïðîâåðüòå!). Î÷åâèäíî, ñîáûòèåA(k) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî max06i6k�� bFn(xi;!)� F (xi)�� �! 0, n �!1. Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ~A = 1\k=2A(k); B = �! : supx2R�� bFn(xi;!)� F (xi)�� �! 0; n �!1�:Â ñèëó íåðàâåíñòâà (15) ~A � B, à ïîñêîëüêó P( ~A) = 1, òî è P(B) = 1.2) Ïóñòü òåïåðü F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ (íåóáûâàþùàÿ) íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà îïðåäåëèì xi òàê:xi = inf�x : F (x� 0) 6 ik 6 F (x)	:Äàëåå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ÓÇÁ× äëÿ ñõåìûÁåðíóëëè â äàííîì ñëó÷àå íóæíî ïðåäñòàâèòü ñîáûòèå Ai â âèäå Ai = A0i \ A00i , ãäåA0i = �! : bFn(xi;!) �! F (xi); n �!1	; A00i = �! : bFn(xi � 0;!) �! F (xi � 0); n �!1	:Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà P(A0i) = P(A00i ) = 1, ïîýòîìó è P (Ai) = 1; äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿâ òî÷íîñòè òàêèå æå, êàê è â ñëó÷àå 1). �
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2.2.3. Ñòàòèñòèêà ÊîëìîãîðîâàÏóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà �1; : : : ; �n � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñíåïðåðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Dn = Dn(�1; : : : ; �n) = supx2R�� bFn(x; �1; : : : ; �n) � F (x)�� íàçûâàåòñÿ ñòàòè-ñòèêîé Êîëìîãîðîâà.Â òåðìèíàõ ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà òåîðåìó �ëèâåíêî �Êàíòåëëè ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: Dn ñõî-äèòñÿ ê íóëþ ïðè n �!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ò. å. P-ï.í.).Âèä àñèìïòîòè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè pnDn äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2.4 (Êîëìîãîðîâ). Åñëè �óíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà, òî ïðè ëþáîì y > 0limn�!1P(pnDn 6 y) = K(y) := 1Xm=�1(�1)me�2m2y2 :Çàìå÷àíèå. Äëÿ y 6 0, î÷åâèäíî, P(pnDn 6 y) = 0.Ó÷àñòâóþùàÿ â òåîðåìå �óíêöèÿ K(y) = 1Pm=�1(�1)me�2m2y2 , y > 0 íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Êîëìîãîðîâà.Ìû äîêàæåì òîëüêî ÷àñòü òåîðåìû Êîëìîãîðîâà, à èìåííî ñëåäóþùóþ ëåììó:Ëåììà 2.5. �àñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà Dn(�1; : : : ; �n), ãäå �1; : : : ; �n � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), íå çàâèñèò îò âèäà �óíêöèèF (x).� �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1) Ïóñòü y = F (x) � íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ:x = F�1(y). �àññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y1; : : : ; Yn, Yk = F (�k), k = 1; : : : ; n. Îíè íåçàâèñèìû è èìåþòîäèíàêîâîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 1℄:R(y) = P(Yk 6 y) = P(F (�k) 6 y) = P(�k 6 F�1(y)) = F (F�1(y)) = y; 0 < y < 1:Ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Y1; : : : ; Yn:bRn(y;Y1; : : : ; Yn) = 1n nXk=1 IfYk6yg = 1n nXk=1 If�k6F�1(y)g = bFn(F�1(y));ãäå bFn(x) = bFn(x; �1; : : : ; �n) � ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè �1; : : : ; �n.�àññìîòðèì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâîsupx: 0<F (x)<1�� bFn(x) � F (x)�� = supy: 0<y<1�� bRn(y)�R(y)��:Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñîâïàäàåò ñ Dn(�1; : : : ; �n), à ïðàâàÿ ÷àñòü � ñ Dn(Y1; : : : ; Yn). Ñòàòèñòè-êà Dn(Y1; : : : ; Yn) îò âèäà �óíêöèè F (x) íå çàâèñèò, ïîñêîëüêó îò F (x) íå çàâèñèò ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõâåëè÷èí Y1; : : : ; Yn.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå C = �x : F (x) = 0 èëè F (x) = 1	ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ bFn(x) è òåîðåòè÷åñêàÿ F (x) ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî P�supx2C�� bFn(x) � F (x)�� = 0� = 1. Ïðîâåðêó ýòîãî �àêòà ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.2) Åñëè �óíêöèÿ F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ (íåóáûâàþùàÿ) íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïîëîæèòü F�1(y) = sup�x : F (x) = y	. ×èòàòåëþ ðåêîìåí-äóåòñÿ àêêóðàòíî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. �2.2.4. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà�àññìîòðèì äâå ãèïîòåçû î �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x): H0 : F (x) = F0(x) (íóëåâàÿ ãèïîòåçà), ãäå F0(x) �çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ; H1 : F (x) 6= F0(x) (àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà).Ñòàòèñòèêà Êîëìîãîðîâà ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó âûáèðàåòñÿ îäíà èç ýòèõäâóõ ãèïîòåç. À èìåííî:Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà. Åñëè pnDn > y�, òî H0 îòêëîíÿåì (H1 ïðèíèìàåì), åñëè æå pnDn 6 y�,òî H0 ïðèíèìàåì (H1 îòêëîíÿåì). Çäåñü ÷èñëî y� íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì è ðàâíî y� = y1�� �êâàíòèëü óðîâíÿ (1� �) �óíêöèè Êîëìîãîðîâà K(y) (ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ K(y) = 1� �).Íà ïðàêòèêå äëÿ çàäàííîãî � êâàíòèëü y1�� íàõîäèòñÿ ïî òàáëèöå êâàíòèëåé �óíêöèè Êîëìîãîðîâà.Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà PH0(pnDn > y�) = 1 � PH0(pnDn 6 y1��) ����!n�!1 1 �K(y1��) =1� (1� �) = �; ò. å. âåðîÿòíîñòü îøèáêè I ðîäà ïðèáëèæåííî ðàâíà � (åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî).12



2.2.5. Âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè êàê õàðàêòåðèñòèêè ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿÍàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåííûå â ï. 2.1.4 âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáî-ðî÷íóþ äèñïåðñèþ: �x = x1 + : : :+ xnn ; s2 = (x1 � �x)2 + : : :+ (xn � �x)2n :Óòâåðæäåíèå 2.6. �x è s2 � ñîîòâåòñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ (ò. å. ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ bFn(x;x1; : : : ; xn) = bFn(x)).� Îáîçíà÷èì ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå �̂, bFn(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �̂. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâîñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé M�̂ = ZR x d bFn(x) = 1n nXk=1 ZR x dIfx>xkg = 1n nXk=1 xk = �x;D�̂ = ZR (x� �x)2 d bFn(x) = 1n nXk=1 ZR (x � �x)2 dIfx>xkg = 1n nXk=1(xk � �x)2 = s2:Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ëèíåéíîñòüþ èíòåãðàëà Ñòèë-òüåñà è �îðìóëîé äëÿ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà RX f(x) dg(x) = f(�)
, ãäå g(x) � �óíêöèÿ îäíîãî ñêà÷êà (â òî÷êå �),
 = g(� + 0)� g(� � 0) � âåëè÷èíà ñêà÷êà. �Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ïîðÿäêà k ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòàìè ïîðÿäêà k ýìïèðè÷å-ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õîðîøèå îöåíêè ìîìåíòîâòåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïóñòü x1; : : : ; xk � âûáîðêà, ïîðîæäåííàÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-íàìè �1; : : : ; �n � �, F (x) � èõ (òåîðåòè÷åñêàÿ) �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (íåèçâåñòíàÿ, èëè èçâåñòíî â êàêîìêëàññå ëåæèò, íî íåèçâåñòíî êàêàÿ èìåííî). Å¼ k-òûé ìîìåíò ðàâåí�k = +1Z�1 xk dF (x); k 2 N:(�1 � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, �2 � âòîðîé ìîìåíò, �2 = �2��21 � äèñïåðñèÿ, è ò.ä.). �àññìîòðèì âûáîðî÷íûåìîìåíòû � ìîìåíòû ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:�̂k;n = 1n kXi=1 xki = xk1 + : : :+ xknn = +1Z�1 xk d bFn(x):Åñëè ðàññìàòðèâàòü �̂k;n êàê îöåíêè �k, òî ëåãêî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå å¼ ñâîéñòâà:1) Íåñìåù¼ííîñòü: M�̂k;n = M��k1 + : : :+ �knn � = M�k = �k;2) Ñîñòîÿòåëüíîñòü: ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë �̂k;n ï.í.�! M�̂k;n = �k =) �̂k;n P! �k, n �!1.2.2.6. �àñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêÏóñòü �1; : : : ; �n � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ òåîðåòè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), �(1); : : : ; �(n) � å¼ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè.Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå �(k), k 2 N. Ïóñòü G�(k) (x) = P(�(k) 6 x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �(k). Ïðè êàæäîì�èêñèðîâàííîì x 2 R èìååì:G�(k) (x) = P��(k) 6 x� = P�F̂n(x) > kn� = nXi=k Cin�F (x)�i�1� F (x)�n�i:Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; 1℄: F (x) = x,0 < x < 1. Òîãäà G�(k) (x) = P��(k) 6 x� = nXi=k Cinxi(1� x)n�i:13



Íàéäåì ïëîòíîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:�G�(k)(x)�0x = nXi=k iCinxi�1(1� x)n�i � n�1Xi=k (n� i)Cinxi(1� x)(n�1)�i == nXi=k nCi�1n�1xi�1(1� x)(n�1)�(i�1) � n�1Xi=k nCin�1xi(1� x)(n�1)�i == nCk�1n�1xk�1(1� x)(n�1)�(k�1) + nCkn�1xk(1� x)n�k�1 + : : :�nCkn�1xk(1� x)n�k�1 � : : : = nCk�1n�1xk�1(1� x)n�k:(âî âòîðîì ðàâåíñòâå âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâàìè iCin = nCi�1n�1, (n�i)Cin = nCin�1). Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ �(k) ðàâíà �P(�(k) 6 x)�0 = nCk�1n�1xk�1(1� x)n�k = n!(k � 1)!(n� k)!xk�1(1� x)n�k; à �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ � G�(k) (x) = P(�(k) 6 x) = n!(k � 1)!(n� k)! xZ0 tk�1(1� t)n�k dt; 0 < x < 1: (16)Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, b > 0. �àñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþp(x) = 8<: 1B(a; b)xa�1(1� x)b�1; 0 < x < 1;0; x 6 0 èëè x > 1;ãäå B(a; b) = 1R0 ta�1(1� t)b�1 dt � áåòà-�óíêöèÿ (ýéëåðîâ èíòåãðàë I ðîäà), íàçûâàåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèåìñ ïàðàìåòðàìè a > 0, b > 0. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ Ix(a; b) = 1B(a; b) xR0 ta�1(1� t)b�1 dt(0 < x < 1) íàçûâàåòñÿ íåïîëíîé áåòà-�óíêöèåé.Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî B(a; b) = �(a)�(b)�(a+ b) , ãäå �(�) = 1R0 x��1e�x dx � ãàììà-�óíêöèÿÝéëåðà (ýéëåðîâ èíòåãðàë II ðîäà), è äëÿ n 2 N �(n+ 1) = n!, ïîýòîìó �îðìóëó (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåG�(k) (x) = P(�(k) 6 x) = 1B(k; n� k + 1) xZ0 tk�1(1� t)n�k dt = Ix(k; n� k + 1); 0 < x < 1:Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Óòâåðæäåíèå 2.7. �àñïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè �(k), 1 6 k 6 n, äëÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè �1; : : : ; �nñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà îòðåçêå [0; 1℄ ÿâëÿåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè a = k, b =n� k + 1.Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âûáîðêè �1; : : : ; �n èìååò âèä P(�(k) 6 x) = IF (x)(k; n� k + 1).2.3. Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. �åãóëÿðíûå ìîäåëèÏóñòü â íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè (X;AX ;P = fP�; � 2 �g) èìååòñÿ âûáîðêà x = (x1; : : : ; xn),ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêîé �1; : : : ; �n � �(�), ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû è îäèíàêîâîðàñïðåäåëåíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F�(x), � 2 � � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ.Îöåíêà ïàðàìåòðà � � ýòî ïîäõîäÿùàÿ ñòàòèñòèêà (èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ îò âûáîðî÷íûõ äàííûõ): �̂ = �̂(x).Ïóñòü èìåþòñÿ äâå îöåíêè ïàðàìåòðà �. Îïðåäåëèì, ÷òî çíà÷èò, ÷òî îäíà îöåíêà ¾ëó÷øå¿ äðóãîé.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �̂1 è �̂2 � äâå îöåíêè ïàðàìåòðà �. �îâîðÿò, ÷òî îöåíêà �̂1 ëó÷øå (èëè ïðåäïî÷òèòåëü-íåé) îöåíêè �̂2, åñëè M�(�̂1 � �)2 6 M�(�̂2 � �)2 8 � 2 �;è 9 �0 : M�0(�̂1 � �0)2 < M�0(�̂2 � �0)2:Îïðåäåëåíèå. Ý��åêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà � íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåð-ñèåé, ò. å. òàêàÿ îöåíêà �̂�, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:14



1) M� �̂� = � 8 � 2 �;2) M�(�̂� � �)2 = min�̂ : M� �̂=�M�(�̂ � �)2:Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé:M�(�̂ � �)2 = M�(�̂ �M�̂)2 = D�̂:Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíàÿ îöåíêà � ýòî íàèëó÷øàÿ èç âñåõ íåñìåùåííûõ îöåíîê. Àíàëîãè÷íî ìîæíîîïðåäåëèòü ý��åêòèâíóþ îöåíêó â êëàññå îöåíîê ñ çàäàííûì ñìåùåíèåì �: M��̂1 = M��̂2 = �.Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâà ñëó÷àÿ: ðàñïðåäåëåíèå � äèñêðåòíî (ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé P�) èëèàáñîëþòíî íåïðåðûâíî (ñ ïëîòíîñòüþ p(�;x)). ×òîáû â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðèâàòü ýòè ñëó÷àè îòäåëüíî,ââåäåì ñëåäóþùåå óäîáíîå îáîçíà÷åíèå:f(�;x) = � P�(� = x); åñëè ìîäåëü äèñêðåòíà;p(�;x); åñëè ìîäåëü àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.Â äàëüíåéøåì ïðèäåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî âûáîðî÷íîìó ïðîñòðàíñòâó, ïîýòîìó îòìåòèì, ÷òî åñëè ìîäåëüäèñêðåòíà, òî èíòåãðèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì (äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì ïðîâîäèòü âñå âûêëàäêèäëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìîäåëè).Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ (äëÿ äàííîé âûáîðêè x1; : : : ; xn) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ �óíêöèÿ(ïàðàìåòðà �): L(�;x1; : : : ; xn) := nYi=1 f(�;xi); � 2 �:Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü L(�;x) = L(�;x1; : : : ; xn), x = (x1; : : : ; xn).Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (ïî �àî�Êðàìåðó), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþ-ùèå óñëîâèÿ (ðåãóëÿðíîñòè):1) L(�;x) > 0 è äè��åðåíöèðóåìà ïî � 8 � 2 � è 8x 2 X ;2) Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà U(�;x) = � lnL(�;x)�� = nPi=1 � ln f(�;xi)�� (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé âêëàäàâûáîðêè) èìååò îãðàíè÷åííóþ äèñïåðñèþ:0 < M2�U(�;x) <1; 8 � 2 �:3) Äëÿ ëþáîé ñòàòèñòèêè �̂ = �̂(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî��� ZX �̂(x)L(�;x) dx = ZX �̂(x)�L(�;x)�� dx(Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà �).Ïðèìåð 3.1. (íåðåãóëÿðíîé ìîäåëè). �àññìîòðèì ìîäåëü R(0; �) (ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå(0; �), � > 0). Óñëîâèå 3) ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ýòîé ìîäåëè íå âûïîëíåíî:���� �Z0 1� dx� = ����1� �� = ��� (1) = 0; íî �Z0 ����1�� dx = � �Z0 1�2 dx = �1� :Òàêèì îáðàçîì, ýòà ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.Çàäà÷à 2.2. Ïðîâåðèòü óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè 3) äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþp�(x) = � e�(x��); x > 0;0; x < 0:2.4. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè Ôèøåðà. Íåðàâåíñòâî �àî �Êðàìåðà2.4.1. Èí�îðìàöèÿ ÔèøåðàÏóñòü ìîäåëü ðåãóëÿðíà. �àññìîòðèì òîæäåñòâî RX L(�;x) dx � 1 (îíî âûïîëíåíî, òàê êàê L(�;x) � ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà �1; : : : ; �n). Ïðîäè��åðåíöèðóåì åãî ïî �:��� ZX L(�;x) dx = ZX � lnL(�;x)�� L(�;x) dx = 0:15



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå �óíêöèè âêëàäà ðàâíî 0: M�U(�;x) = M� � lnL(�;x)�� = 0:Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèè Ôèøåðà (èëè ïðîñòî èí�îðìàöèåé Ôèøåðà) íàçûâàåòñÿ äèñïåð-ñèÿ �óíêöèè âêëàäà: In(�) := D�U(�;x) = M�U2(�;x) = ZX �� lnL(�;x)�� �2L(�;x) dx:Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè äëÿ îäíîãî íàáëþäåíèÿ ðàâíî I1(�) = RX �� ln f(�;x)�� �2f(�;x) dx, à ïîñêîëüêó íà-áëþäåíèÿ (ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû) �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû, òî èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà î âûáîðêå ðàçìåðà n ðàâíàIn(�) = nI1(�). 2.4.2. Íåðàâåíñòâî �àî �ÊðàìåðàÏóñòü èìååòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ìîäåëü ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé P = fP�; � 2 �g. Ñëåäó-þùàÿ òåîðåìà äàåò íèæíþþ ãðàíèöó äèñïåðñèé îöåíîê ïðîèçâîëüíîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè îò ïàðàìåò-ðà � â êëàññå îöåíîê ñ çàäàííûì ñìåùåíèåì.Òåîðåìà 2.8 (Íåðàâåíñòâî �àî �Êðàì�åðà2). Ïóñòü ìîäåëü ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðàñïðåäå-ëåíèé P ðåãóëÿðíà, x = (x1; : : : ; xn) � âûáîðêà, è ïóñòü íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà �̂(x) îöåíèâàåò äè��åðåí-öèðóåìóþ �óíêöèþ �(�) ïàðàìåòðà �. Îáîçíà÷èì b(�) = M��̂(x) � �(�) � ñìåùåíèå îöåíêè �̂(x). Åñëè b(�) �äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîD���̂(x)� �(�) � b(�)� > [� 0(�) + b0(�)℄2In(�) ;ãäå In(�) � êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè Ôèøåðà î âûáîðêå x. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâîòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îöåíêà �̂(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé âêëàäà âûáîðêè, ò. å. �̂(x)��(�)�b(�) =a(�)U(�;x).Â ÷àñòíîñòè, åñëè îöåíêà �̂(x) íåñìåùåííàÿ, M��̂(x) = �(�), òî b(�) = 0, è ñ ó÷åòîì In(�) = nI1(�) íåðàâåíñòâîïðèíèìàåò âèä D� �̂(x) > �� 0(�)�2nI1(�) .� Ïî îïðåäåëåíèþ ñìåùåíèÿ îöåíêè �̂(x) èìååì �(�) + b(�) = M��̂(x). Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî,çàïèñàâ M��̂(x) â âèäå èíòåãðàëà è ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè 3):� 0(�) + b0(�) = ��� ZX �̂(x)L(�;x) dx = ZX �̂(x)� lnL(�;x)�� L(�;x) dx = ZX �̂(x)U(�;x)L(�;x) dx = M���̂(x)U(�;x)�:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M�U(�;x) = 0, ïîëó÷àåì:� 0(�) + b0(�) = M���̂(x)U(�;x)� = M����̂(x) � �(�) � b(�) + �(�) + b(�)�U(�;x)� = M����̂(x)� �(�) � b(�)�U(�;x)�++��(�) + b(�)�M�U(�;x) = M����̂(x) �M��̂(x)��U(�;x) �M�U(�;x)�� = 
ov�(�̂(x); U(�;x)):Ïðèìåíèì ê 
ov�(�̂(x); U(�;x)) íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (
ov(�; �))2 6 D� �D�:�� 0(�) + b0(�)�2 = �
ov�(�̂(x); U(�;x))�2 6 D� �̂(x)D�U(�;x) = D���̂(x) � �(�) � b(�)� � In(x):Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. À òàê êàê íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåí-ñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèè (â íàøåì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû) ëèíåéíî ñâÿçàíû, òî è íàøåíåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà (ïðè êàæäîì �) �̂(x) è U(�;x) ëèíåéíîñâÿçàíû: �̂(x) � �(�) � b(�) = a(�)U(�;x). Òåîðåìà äîêàçàíà. �2.4.3. Ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïàÅñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñìåù¼ííûå îöåíêè ïàðàìåòðà � (b(�) = 0, �(�) = �), òî ðàâåíñòâî â òåîðåìåÊðàìåðà ��àî (D�̂ = 1I n(�)) äîñòèãàåòñÿ ïðè� lnL(�;x1; : : : ; xn)�� = K(�)(�̂ � �);2à íå Êð�àìåðà! 16



ãäå K íå çàâèñèò îò âûáîðêè (ýòî óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãîîáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî). ÎòñþäàL(�;x1; : : : ; xn) = C(x1; : : : ; xn)ea1(�)�̂(x1;:::;xn)+a2(�):Ìû ïîëó÷èëè ÿâíûé âèä �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ïëîòíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé,ïðèíàäëåæàùèõ ê òàê íàçûâàåìîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó òèïó. Ïðèìåðàìè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñëóæàò áèíî-ìèàëüíîå, ïîêàçàòåëüíîå, íîðìàëüíîå è äðóãèå.2.4.4. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àéÏóñòü � = (�1; : : : ; �s)T � âåêòîð-ïàðàìåòð, P = fP� j � 2 �g. �àññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà �̂ = (�̂1; : : : ; �̂s),�̂k = �̂k(x1; : : : ; xn). Ïîëîæèì �j = � lnL(�;x1; : : : ; xn)��j ; � = (�1; : : : ; �s)T :Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ðîëü äèñïåðñèè èãðàåò êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà � = ��̂(�) = M��(�̂(�) �M�̂(�))(�̂(�) �M�̂(�))T �; � = (�ij), �ij = M�(�̂i �M�̂i)(�̂j �M�̂j)� = 
ov(�̂i; �̂j); �ii = �2i � äèñïåðñèÿ, îñòàëüíûå � ïîïàðíûåêîâàðèàöèè. Íåñìåù¼ííîñòü îöåíêè çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì M��̂(�) = �.Àíàëîãîì êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè Ôèøåðà ÿâëÿåòñÿ èí�îðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà J(�) = M�(��T ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ìàòðèöà îáðàòèìà (ñóùåñòâóåò J�1(�)). Òîãäà èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Êðàìåðà ��àî: ìàòðèöà ��̂(�) � J�1(�) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.2.5. Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê2.5.1. Ìåòîä ìîìåíòîâ�àññìàòðèâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ s-ìåðíûì ïàðàìåòðîì � = (�1; : : : ; �s). mk(�) = M�ki (i = 1; : : : ; n,âûáîðêà ïîâòîðíàÿ) � k-é ìîìåíò (èñòèííûé); bmk(�) = �k1+���+�knn � ýìïèðè÷åñêèé ìîìåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM�si = ms(�) < 1. Ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè äëÿ èñòèííûõ. Çàïèøåì ñèñòåìó ìîìåíòíûõóðàâíåíèé: (mk(�1; : : : ; �s) = bmk1 6 k 6 s�àññìîòðèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ �1; : : : ; �s. Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå�̂j = fj(bm1; : : : ; bms) (1 6 j 6 s). Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ îöåíêó äëÿ �. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîîáùàåò, ÷òîîöåíêà íå ñîâñåì ïëîõàÿ.Òåîðåìà 2.9 (Î ñîñòîÿòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìîìåíòîâ). Ïóñòü�̂1; : : : ; �̂s åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé è ïóñòü �óíêöèè fj íåïðåðûâíû. Òîãäà îöåíêè �̂j =fj(bm1; : : : ; bms) äëÿ âñåõ j ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ �j (ò.å. �̂j P����!n!1 �j äëÿ âñåõ j).� Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè fj è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ìîìåíòîâ: bmk(n) P����!n!1 mk(�). �Ïðèìåð 5.1. Ñõåìà Áåðíóëëè. p = M�i � ïàðàìåòð (âåðîÿòíîñòü óäà÷è); �i � 1 èëè 0. x = 1n (x1 + � � � +xn) � ïåðâûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò. bp = x � îöåíêà p ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Ýòî õîðîøàÿ îöåíêà (íåñìåù¼ííàÿ,ñîñòîÿòåëüíàÿ, ý��åêòèâíàÿ â ñìûñëå íåðàâåíñòâà Êðàìåðà ��àî).Ïðèìåð 5.2. �1; : : : ; �n � N (a; �2), M�i = a, D�i = �2. x = ba � õîðîøàÿ îöåíêà. 
�2 = s2 = 1n ((x1 � x)2 + � � �+(xn � x)2) � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ � ñìåù¼ííàÿ îöåíêà �2. Ýòî îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Àâîò òàêàÿ îöåíêà: 

�2 = s2 nn�1 ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé.2.5.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê1. Ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè. fP� j � 2 �g � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, �̂n � îöåíêà ïî âûáîðêå äëèíû n, �0 �èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà, åñëè �̂n P����!n!1 �0.2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåù¼ííîñòü. M��̂n ����!n!1 � (ò. å. ñìåùåíèå bn(�) = M� �̂n � � ����!n!1 0).3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü. �̂n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò ìîíîòîííî ñõîäÿùàÿñÿê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë f
ng1n=1 òàêàÿ, ÷òî�̂n � �
n d�! Z � N (0; 1)17



(ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-íèåì). �îâîðÿò, ÷òî �̂n��
n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N (0; 1), à �̂n àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N (�; 
2n);� íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ñðåäíèì, à 
2n � àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé îöåíêè �̂n. Àñèìïòîòè÷åñêèíîðìàëüíàÿ îöåíêà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåù¼ííîé. Â êà÷åñòâå 
n îáû÷íî áåðóò
2n = �2(�)n (�2 íå çàâèñèò îò âûáîðêè).Ïðèìåð 5.3. Ñõåìà Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p (âåðîÿòíîñòü óñïåõà). �1; : : : ; �n � âûáîðêà.bp = �1 + � � �+ �nn ; Mbp = p; Dbp = p(1� p)n = �2(p)n :bp àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà â ñèëó òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà (ÖÏÒ). (Îáû÷íî ÷åðåç ýòó òåîðåìó àñèìï-òîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü è äîêàçûâàþò.)Ïðèìåð 5.4. �1; : : : ; �n, �i � N (a; �2). D� = �2n .4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ý��åêòèâíîñòü. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ïîä÷èí¼ííûõ óñëîâèÿì ðåãó-ëÿðíîñòè, äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êðàìåðà ��àî. 1=In(�) � íèæíÿÿãðàíèöà äèñïåðñèé âñåõ îöåíîê. Êîý��èöèåíò ý��åêòèâíîñòè îöåíêè: en(�̂n) = 1=In(�)D�̂n : 0 < en(�̂n) 6 1.Åñëè en(�̂n) = 1, òî îöåíêà íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé. e1(�̂n) = limn!1 en(�̂n). Åñëè e1(�̂n) = 1, òî îöåíêàíàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíîé.Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ý��åêòèâíîñòü â ðàìêàõ àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè. Ïóñòü �̂n àñèìïòîòè÷å-ñêè íîðìàëüíà ñ N (�; �2(�)n ). Îíà íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíîé (â ðàìêàõ àñèìïòîòè÷åñêîéíîðìàëüíîñòè), åñëè 1=In(�)�2(�)=n ����!n!1 1:2.5.3. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî (íàèáîëüøåãî) ïðàâäîïîäîáèÿÏðèíöèï ÌÏ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå Ïðèíöèï ÌÏ áûë ðàññìîòðåí åù¼ �àóññîì â ñëåäóþùåé �îðìå:íàéä¼ì òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äàííóþ âûáîðêó áûëà ìàêñèìàëüíîé (áåð¼ìmax�2� P�(�1 = x1; : : : ; �n = xn) = P��(�1 = x1; : : : ; �n = xn)). �� � îöåíêà ÌÏ (íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíîå çíà÷åíèå�).Îáùàÿ ñèòóàöèÿ x1; : : : ; xn � âûáîðêà â (X;A ;P), P = fP� j � 2 �g. L(�;x1; : : : ; xn) � �óíêöèÿ ïðàâäîïî-äîáèÿ. Âîçüì¼ì �� òàêîå, ÷òî sup�2�L(�;x1; : : : ; xn) = L(��;x1; : : : ; xn)(åñëè òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ). �� íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ).Ïðèìåð 5.5. �1; : : : ; �n âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0; �℄; � 2 � = (0;+1).L(�;x1; : : : ; xn) = f�(x1) � � � � �f�(xn), ãäå f�(x) = 1� I[0;�℄(x) � ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. L 6= 0 òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ i xi 2 [0; �℄. L = ( 1�n x(n) 6 �0 â èíîì ñëó÷àåßñíî, ÷òî ìàêñèìóì L äîñòèãàåòñÿ ïðè � = �� = x(n) = maxi xi. �� � ÎÌÏ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ L(�;x1; : : : ; xn) äè��åðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó � (� 2 � � R). Òîãäà ÎÌÏìîæíî íàéòè, ðåøàÿ óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ: �L(�)�� = 0 (èëè ïåðåõîäèì ê ëîãàðè�ìàì: � lnL�� = 0, åñëè ýòîâîçìîæíî). Â ñëó÷àå � � Rk ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé.Òåîðåìà 2.10 (î ñâîéñòâàõ ÎÌÏ � òåîðåìà Äþãå). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè (�) ÎÌÏîáëàäàåò ñëåäóþùèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:1. ñîñòîÿòåëüíîñòü;2. àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ý��åêòèâíîñòü.Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (�):1. � � íåâûðîæäåííûé çàìêíóòûé èíòåðâàë íà R; ñóùåñòâóþò � ln f�� , �2 ln f��2 , �3 ln f��3 äëÿ � 2 �.18



2. Äëÿ âñåõ � 2 �: ����� ln f�� ���� 6 g1(x); �����2 ln f��2 ���� 6 g2(x); �����3 ln f��3 ���� 6 H(x);ãäå g1 è g2 èíòåãðèðóåìû íà R, à H îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:M�H = +1Z�1 H(x)f�(x) dx < M(M íå çàâèñèò îò �).3. 0 < I1(�) = +1Z�1 �� ln f�� �2 f�(x) dx <1:Ýòè óñëîâèÿ ñîäåðæàò óñëîâèÿ Êðàìåðà ��àî.Ëåììà 2.11. ÏóñòüB0 = 1n nXi=1 �� ln f�(�i)�� ������=�0 B1 = 1n nXi=1 ��2 ln f�(�i)��2 ������=�0 B2 = 1n nXi=1H(�i)(âñå Bj ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò �1; : : : ; �n). Òîãäà B0 P! MB0 = 0; B1 P! MB1 = �k2, ãäå k2 = I1(�); B2 P!MH(�1) < M (ïðè n �!1).� Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà B1, B2 è B3 ñëåäóþò èç ÇÁ× (Bj ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè àðè�ìåòè÷åñêèìè íåçàâè-ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè).Â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ìåíÿåì äè��åðåíöèðîâàíèå ïî � è èíòåãðèðîâàíèå:M� ln f�(�)�� = +1Z�1 � ln f�(x)�� f�(x) dx = +1Z�1 1f�(x) � �f�(x)�� � f�(x) dx = ��� +1Z�1 f�(x) dx| {z }=1 = 0Îòñþäà MB0 = 1n nPi=1M� ln f�(�i)�� = 0.Óòâåðæäåíèå MB1 = �k2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé âûêëàäêè3:M�2 ln f�(�)��2 = +1Z�1 ��� � ln f�(x)�� f�(x) dx = +1Z�1 ��� � 1f�(x) � �f�(x)�� � f�(x) dx == +1Z�1 �1f2� (x) � �f�(x)�� � �f�(x)�� f�(x) dx + +1Z�1 �2f�(x)��2 � 1f�(x)f�(x) dx = � +1Z�1 ��f�(x)�� �2 1f�(x) dx++ �2��2 +1Z�1 f�(x) dx| {z }=0 = � +1Z�1 �� ln f�(x)�� f�(x)�2 1f�(x) dx = � +1Z�1 �� ln f�(x)�� �2 f�(x) dx == �M�� ln f�(�)�� �2 = �I1(�) = �k2:�Ëåììà 2.12.1. Xn d����!n!1 X, Yn P����!n!1 0 ) Xn + Yn d����!n!1 X.2. Xn d����!n!1 X, Zn P����!n!1 1 ) XnZn d����!n!1 X, Xn=Zn d����!n!1 X.3Ëåêòîð íà íå¼ çàáèë, íî ÿ âñ¼ æå ïðèâåäó å¼. � ïðèìå÷. Ñ.Ê.19



(Ýòî � çàäà÷à ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé)� [Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äþãå℄� ln f�(x)�� = fðàçëîæåíèå Òåéëîðàg = � ln f��� �����=�0 + (� � �0) �2 ln f���2 �����=�0 + 12�(� � �0)2H(x)(x 2 R, j� j < 1). Âñïîìèíàåì, ÷òî L(�;x1; : : : ; xn) = f�(x1) � � � � �f�(xn), è ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ1n � lnL(�;x1; : : : ; xn)�� = 0â âèäå: Û(�) = B0 + (� � �0)B1 + 12�(� � �0)2B2 = 0:Çàäàäèì " > 0, Æ > 0 � ìàëûå ÷èñëà. Âûáåðåì n > n0(Æ; ") òàê, ÷òîáûP �jB0j > Æ2� < "3 P�B1 > �k22 � < "3 P(jB2j > 2M) < "3 :Ïîëîæèì S = fx j jB0j < Æ2; B1 < � 12k2; jB2j < 2Mg. Ïðè n > n0 P(S) > 1� ". Ïóñòü x 2 S. Ïîëîæèì � = �0� Æ.Òàê êàê jB0 + 12�Æ2B2j 6 Æ2(1 +M), ïðè ìàëûõ Æ çíàê âûðàæåíèÿ Û(�) = B0 � ÆB1 + 12 �Æ2B2 îïðåäåëÿåòñÿâòîðûì ñëàãàåìûì. Ïîýòîìó (ïðè ìàëûõ Æ) åñëè � = �0 � Æ, òî � lnL�� > 0, à åñëè � = �0 + Æ, òî � lnL�� < 0. Îòñþäàïî íåïðåðûâíîñòè 9�� 2 (�0� Æ; �0+ Æ) ò.,÷. � lnL�� ���=�� = 0, ò. å. �� � òî÷êà ìàêñèìóìà. Èòàê, ñ âåðîÿòíîñòüþ, íåìåíüøåé, ÷åì 1� ", òî÷êà ìàêñèìóìà ëåæèò â (�0 � Æ; �0 + Æ), îòêóäà ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü.Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêóþ ý��åêòèâíîñòü. Èìååì Û(��) = 0. Îòñþäà�� � �0 = B0�B1 � 12 �(�� � �0)B2 :Äàëåå (k2 = I1(�)), �� � �01pnk2 = 1pnk2 nPi=1 � ln f(�i)���B1k2 + 12 � ����0k2 B2 :Yi = � ln f(�i)�� � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñ MYi = 0 è DYi = MY 2i = k2. Â ñèëó ÖÏÒ ÷èñëèòåëü1pnk2 X � ln f(�i)�� d����!n!1 Z � N (0; 1):Â ñèëó ëåììû 2.11 B1 P! �k2, B2 P! MH(�1) < M , îòêóäà çíàìåíàòåëü�B1k2 + 12� �� � �0k2 B2 P! 1(âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç 12 Mk2 (�� � �0), à �� � �0 < Æ �! 0). Òîãäà (â ñèëó ëåììû 2.12) pnk2(�� � �0)àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N (0; 1). Îòñþäà �� àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñN (�0; 1nk2 ), à ò. ê. àñèìïòîòè÷åñêàÿäèñïåðñèÿ nk2 = In(�), òî �� àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà (â ðàìêàõ àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè). �Çàäà÷à 2.3. ÏóñòüP = fP� j � 2 �g � ðåãóëÿðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé. Äîêàæèòå,÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíàÿ (â ñìûñëå íåðàâåíñòâà Êðàìåðà� �àî) îöåíêà �̂, òî �̂ åñòü ÎÌÏ.2.6. Î ñâîéñòâàõ èí�îðìàöèè ÔèøåðàP = fP� j � 2 �g, x1; : : : ; xs � âûáîðêà. L(�;x1; : : : ; xn) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà:In(�) = M� �� lnL(�; �1; : : : ; �n)�� �2 =: I�(�):I�1(�) = I1(�) (I�(�) � èí�îðìàöèÿ â âûáîðêå � � ýòî ïðîñòî òàêîå îáîçíà÷åíèå). Äëÿ èí�îðìàöèè Ôèøåðàâûïîëíÿþòñÿ âñå îáû÷íûå ñâîéñòâà èí�îðìàöèè:Óòâåðæäåíèå 2.13 (ñâîéñòâà èí�îðìàöèè Ôèøåðà).1. I�(�) = I�1(�) + � � �+ I�n(�), åñëè �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû.20



2. Äëÿ ïîâòîðíîé âûáîðêè I�(�) = nI�1(�).3. Ïóñòü (T;C ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè T , Q� � ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêèT , eL(�;T (x)) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ T (x) (ñòàòèñòèêà T íå îáÿçàòåëüíî îäíîìåðíà), IT (�)(�) =M� � ln eL(�;T (�))�� !2 � èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà â ñòàòèñòèêå T . Òîãäà I�(�) > IT (�)(�).� Äîêàæåì òîëüêî ïóíêò 3 (îñòàëüíûå òðèâèàëüíû), äà è òî ëèøü â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.L(�;x) = P�(� = x). eL(�; T (x)) = eL(�; t) = Xx:T (x)=tP�(� = x)0 6 M� � lnL(�;x)�� � � ln eL(�;T (x))�� !2 = I�(�)� 2M� � lnL(�;x)�� � � ln eL(�;T (x))�� !+ IT (�)(�):Äàëåå (çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî �),eL0(�; t) = Xx:T (x)=tP0�(� = x) = Xx:T (x)=tL0(�;x);îòêóäàM� � lnL�� � � ln eL�� ! =Xt Xx:T (x)=t L0(�; x)L(�; x) � eL0(�; T (x))eL(�; T (x)) L(�; x) =Xt eL0(�; t)eL(�; t) � Xx:T (x)=tL0(�; x) ==Xt eL0(�; t)eL(�; t) eL0(�; t) =Xt  eL0(�; t)eL(�; t) !2 eL(�; t) = M eL0(�; T (�))eL(�; T (�)) !2 = IT (�)(�);ïîýòîìó 0 6 I�(�) � 2IT (�)(�) + IT (�)(�) = I�(�)� IT (�)(�), òî åñòü I�(�) > IT (�)(�). �2.7. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè(X ;A ;P = fP� j � 2 �g) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü; x1; : : : ; xn � âûáîðêà.Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòèêà T (x) = T (x1; : : : ; xn) íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé (äëÿ äàííîé ìîäåëè), åñëè äëÿâñåõ � 2 � è äëÿ âñåõ A 2 A óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P�(A j T (�) = t) íå çàâèñèò îò � äëÿ âñåõ t, äëÿ êîòîðûõîïðåäåëåíà óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü.Íàéòè äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó ïî îïðåäåëåíèþ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.Ïðèìåð 7.1. Ñõåìà Áåðíóëëè. T (x) =Pxi. Ïóñòü t è x òàêîâû, ÷òî T (x) = t. ÒîãäàP�(� = x j T (�) = t) = P�(� = x)P�(T (�) = t) = �t(1� �)n�tCtn�t(1� �)n�t = 1Ctn � íå çàâèñèò îò �.Ñëåäîâàòåëüíî, T (x) =Pxi � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.Òåîðåìà 2.14 (êðèòåðèé äîñòàòî÷íîñòè � òåîðåìà Íåéìàíà �Ôèøåðà � òåîðåìà î �àêòîðèçà-öèè). T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå�óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ: L(�;x) = g�(T (x))h(x) g�(T (x)) = g(�;T (x));ãäå g� è h � íåîòðèöàòåëüíûå èçìåðèìûå �óíêöèè (êàæäàÿ � â ñâîåé îáëàñòè).Çàìå÷àíèå. L(�;x) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �1; : : : ; �n ïî íåêîòîðîé ìåðå �; ñåìåéñòâî fP�gàáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû �, ïëîòíîñòü � ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà �Íèêîäèìà. Íàì âàæíû äâàñëó÷àÿ: à) � � ìåðà Ëåáåãà, á) � � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà.� [Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ℄ x 2X � âûáîðêà.P�(� = x j T (�) = t) = ( P�(�=x)P�(T (�)=t) ; T (x) = t 40; T (x) 6= t4Ëåêòîð èñïîëüçîâàë ñòðàííîå îáîçíà÷åíèå x 2 fx j T (x) = tg � ïðèìå÷. Ñ.Ê.21



Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. Òîãäà ïîëîæèìh(x) = P�(� = x)P�(T (�) = t) � íå çàâèñèò îò � â ñèëó äîñòàòî÷íîñòè T ,îòêóäà L(�;x) = P�(� = x) = P�(T (�) = t) � h(x) = g�(T (x)) � h(x).Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü T (x) = t. ÒîãäàP�(� = x j T (�) = t) = g�(t)h(x)PT (x)=t g�(t)h(x) = h(x)Ph(x) � íå çàâèñèò îò �,ïîýòîìó T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. �2.8. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü (
;A ;P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, � � A -èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ (ñëó÷àéíàÿ âå-ëè÷èíà), C � �-ïîäàëãåáðà â A . Òîãäà óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ÓÌÎ; îáîçíà÷åíèå: M(� j C ))� îòíîñèòåëüíî C (áîëåå òî÷íî, âàðèàíòîì ÓÌÎ) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ~�(!), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëå-äóþùèì óñëîâèÿì:1. ~� C -èçìåðèìà;2. äëÿ âñåõ C 2 C ZC � dP = ZC ~� dP, ò.å. M�IC = M~�IC :Çàìå÷àíèå. � íå îáÿçàíà áûòü C -èçìåðèìîé (èíà÷å îïðåäåëåíèå òðèâèàëüíî: âîçüì¼ì ~� = �). ÓÌÎ åñòüîñðåäíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òîáû òà ñòàëà èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî áîëåå ãðóáîé �-àëãåáðû.Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ îáîñíîâûâàþò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ:Óòâåðæäåíèå 2.15. Âàðèàíòû ÓÌÎ ñóùåñòâóþò, åñëè Mj�j <1.� Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �. Q(C) := RC � dP îïðåäåëÿåò ìåðó íà(
;C ), àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî ìåðû P, ðàññìîòðåííîé íà (
;C ). Ïî òåîðåìå �àäîíà �Íèêîäèìàñóùåñòâóåò C -èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ g(!) > 0 òàêàÿ, ÷òî R
 g(!) dP = 1 è Q(C) = RC g(!) dP (g � ïðîèçâîäíàÿ�àäîíà �Íèêîäèìà). g ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ÓÌÎ.Â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîé � ïîëàãàåì � = �+ � �� (�+ è �� íåîòðèöàòåëüíû) è áåð¼ì â êà÷åñòâå âàðèàíòàÓÌÎ M(� j C ) = M(�+ j C )�M(�� j C ). �Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå Mj�j <1 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.Óòâåðæäåíèå 2.16. Ëþáûå äâà âàðèàíòà ÓÌÎ ñîâïàäàþò ïî÷òè íàâåðíîå.� Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü g1 è g2 � äâà âàðèàíòà ÓÌÎ M(� j C ). Ïóñòü òàêæå C = f! j g1(!) 6= g2(!)g,P(C) > 0. Èìååì, ÷òî C = C< [C>, ãäå C� = f! j g1(!) � g2(!)g, � 2 f<;>g. Õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ C< è C>èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó (èíà÷å P(C) = 0); áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì P(C<) > 0. g1 è g2 èçìåðèìû,ïîýòîìó D = C< 2 C . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàíòà ÓÌÎZD g1 dP = ZD � dP = ZD g2 dP;÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî g1 < g2 âñþäó íà D è P(D) > 0. �Ïîýòîìó ÓÌÎ ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâ P-ìåðû íóëü.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (
;A ;P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, C � �-ïîäàëãåáðà â A , A 2 A . Òîãäà óñëîâ-íàÿ âåðîÿòíîñòü A îòíîñèòåëüíî C îïðåäåëÿåòñÿ òàê: Pf(A j C ) = M(IA j C ), ãäå IA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ A.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (
;A ;P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, � è � � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, C� � �-ïîäàëãåáðà â A , ïîðîæä¼ííàÿ � (ò. å. ïðîîáðàçû âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç R). Òîãäà óñëîâíûì ìàòî-æèäàíèåì � îòíîñèòåëüíî � íàçûâàåòñÿ M(� j �) = M(� j C�).
22



2.8.1. Ñâîéñòâà ÓÌÎÎïðåäåëåíèå. � íå çàâèñèò îò �-àëãåáðû C , åñëè äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ C 2 C ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è ICíåçàâèñèìû.Îáîçíà÷åíèå: C0 = f
;?g � òðèâèàëüíàÿ �-àëãåáðà.Óòâåðæäåíèå 2.17.1. Åñëè P(� = 
) = 1, òî M(� j C ) = 
 ï.í.2. Ëèíåéíîñòü: M(�1�1 + �2�2 j C ) = �1M(�1 j C ) + �2M(�2 j C ) ï.í.3. Åñëè � 6 � ï.í., òî M(� j C ) 6 M(� j C ) ï.í.4. ��M(� j C )�� 6 M(j�j j C ) ï.í.5. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà: ïóñòü g(x) � íåïðåðûâíàÿ âûïóêëàÿ âíèç �óíêöèÿ, M��g(�)�� <1.Òîãäà g(M(� j C )) 6 M(g(�) j C ) ï.í. �àâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � C -èçìåðèìà(òî÷íåå, ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé C -èçìåðèìîé �óíêöèåé ïî÷òè âñþäó).6. M(� j A ) = � ï.í.7. Åñëè � íå çàâèñèò îò C , òî M(� j C ) = M� ï.í.8. Ïóñòü � ÿâëÿåòñÿ C -èçìåðèìîé è Mj��j <1. Òîãäà M(�� j C ) = �M(� j C ).9. M(� j C0) = M�10. Åñëè C1 � C2, òî M�M(� j C2) j C1� = M(� j C1). Åñëè C1 � C2, òî M�M(� j C2) j C1� = M(� j C2).11. M�M(� j C )� = M�12. Åñëè M�2 <1, òî infg(!) � C -èçìåð.M(� � g(!))2 = M(� �M(� j C ))2;ò. å. gmin(!) = M(� j C ) èìååò íàèìåíüøåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.2.9. Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà �Áëåêóýëëà ��àî(X ;A ;P = fP� j � 2 �g) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü. T (x) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, åñëè ñóùåñòâóåòâàðèàíò ðåãóëÿðíîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P�(A j T (�))8A 2 A , íå çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà �.Òåîðåìà 2.18 (Êîëìîãîðîâ �Áëåêóýëë ��àî). Ïóñòü T (x) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà; �̂(x) � îöåíêàïàðàìåòðà � ñ M� �̂2 <1. Òîãäà îöåíêà ��(�) = M�(�̂(�) j T (�)) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. M���(�) = M��̂(�),2. M�(��(�)� �)2 6 M(�̂(�)� �)2. �àâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �̂ èçìåðèìà îòíîñè-òåëüíî CT (ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé �óíêöèåé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè).� Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè �� = M(�̂ j T ) íå çàâèñèò îò �, ïîýòîìó �� � ñòàòèñòèêà.�� CT -èçìåðèìà (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÓÌÎ), ïîýòîìó �� åñòü �óíêöèÿ îò T . M�� = M�M(�̂ j T )� = M�̂. Âñèëó íåðàâåíñòâà Éåíñåíà M�(�̂ � �)2 j T � > �M(�̂ j T ) � ��2 = (�� � �)2. Âîçüì¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:M(�̂ � �)2 = M�M�(�̂ � �)2 j T �� > M(�� � �)2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Éåíñåíà äîñòèãàåòñÿ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà �̂ CT -èçìåðèìà, ò.å. åñòü �óíêöèÿ îò T . �2.10. Ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêàÎïðåäåëåíèå. Äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T (x) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåé-ñòâà ðàñïðåäåëåíèé), åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé �óíêöèè f(t) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èç óñëîâèÿM�f(T (�)) = 0 ñëåäóåò, ÷òî f(T (�)) = 0 ïî÷òè íàâåðíîå.Ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëèM�f1(T (�)) = M�f2(T (�));òî f1(T (�)) = f2(T (�)) ïî÷òè íàâåðíîå. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.Òåîðåìà 2.19. Ïóñòü T (x) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà è f è g òàêîâû, ÷òî M�f(T (�)) = g(�).Òîãäà f(T ) ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé îöåíêîé äëÿ g(�).� Äîêàæåì òåîðåìó â ÷àñòíîì ñëó÷àå g(�) = �.Äàíî, ÷òîM�f(T ) = �, ò.å. �̂(�) = f(T (�)) � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà �. Äîêàæåì, ÷òî ýòà îöåíêà èìååòíàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ íåñìåù¼ííûõ îöåíîê. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿîöåíêà e�, ÷òî Me�(�) = � (e� � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà) è D�0e�(�) < D�0 �̂(�) õîòÿ áû äëÿ îäíîãî �0 2 �. Óëó÷øèìîöåíêó e� ïðè ïîìîùè òåîðåìû Êîëìîãîðîâà �Áëåêóýëëà ��àî: �� = M�(e� j T (�)), ïðè÷¼ì23



1. �� = ��(T (x));2. M��� = �;3. D��� 6 D�e� 8� 2 �.Èìååì: D�0�� 6 D�0e� < D�0 �̂. Íî �� è �̂ ñóòü �óíêöèè ïîëíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T ,M��� = � = M��̂, îòêóäà��(�) = �̂(�) ïî÷òè íàâåðíîå, à ïîýòîìó D�0�� = D�0 �̂. Ïðîòèâîðå÷èå. �Çàìå÷àíèå. Ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.2.10.1. Çàìå÷àíèÿ î ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêå1. Ëþáàÿ èçìåðèìàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ îò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè ñàìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîéñòàòèñòèêîé.2. Åñëè äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçìåðèìàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ , ÷òî Tmin(x) =  (T (x)), òî Tmin íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé. Ìèíèìàëüíàÿ äî-ñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ñóùåñòâóåò âñåãäà (äëÿ ëþáîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè). Ìîæíî ïðîâîäèòü ðåäóê-öèþ (áåç ïîòåðè èí�îðìàöèè) îò âûáîðêè ê ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêå. Äàëüíåéøàÿ ðåäóêöèÿíåâîçìîæíà.3. Êàê ïðàâèëî, â ðàçëîæåíèè, êîòîðîå äà¼ò òåîðåìà Íåéìàíà �Ôèøåðà, ïîÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷-íàÿ ñòàòèñòèêà.4. Ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.3. Áàéåñîâñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè3.1. Áàéåñîâñêèå òî÷å÷íûå îöåíêè3.1.1. Ôóíêöèÿ ðèñêà�àññìîòðèì �óíêöèþ u, íàçûâàåìóþ �óíêöèåé øòðà�à (ïîòåðü), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. u ÷¼òíà;2. u âîçðàñòàåò íà (0;+1);3. u(0) = 0.Ôóíêöèåé ðèñêà îöåíêè Æ ïàðàìåòðà � íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ R(�; Æ) = M�u(Æ � �)�. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå u(x) = x2(îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìîì íà ïðàêòèêå) �óíêöèÿ ðèñêà R(�; Æ) = M(Æ� �)2 íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåéðèñêà. Â òåîðèè ý��åêòèâíûõ îöåíîê ñòàòèñòèêè ñðàâíèâàþòñÿ â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ðèñêà.Ïðèìåð 1.1. Â ñõåìå Áåðíóëëè îöåíèâàåì ïàðàìåòð p. Ý��åêòèâíàÿ îöåíêà � ÷àñòîòà p̂ = 1n (x1+ � � �+xn).Äëÿ íå¼ �óíêöèÿ ðèñêà (êâàäðàòè÷íàÿ) ðàâíà R1 = R(p; p̂) = p(1�p)n . Ïóñòü òåïåðü n = 2 (âûáîðêà ñîñòîèòèç äâóõ ýëåìåíòîâ x1; x2). �àññìîòðèì ñòðàííóþ îöåíêó ^̂p = 12 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé xi. Å¼ �óíêöèÿ ðèñêà åñòüR2 = R(p; ^̂p) = ( 12 � p)2. Åñëè íàì îòêóäà-òî èçâåñòíî (èìååòñÿ àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ), ÷òî 13 6 p 6 23 , òîñòðàííàÿ îöåíêà ^̂p îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå.3.1.2. Áàéåñîâñêèé ïîäõîäÏàðàìåòð � ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ñî çíà÷åíèÿìè � 2 � è ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé� íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (�;B�). �àñïðåäåëåíèå � íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðà.Óñðåäíèì �óíêöèþ ðèñêà R(�; Æ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðà:R(�; Æ) = Z� R(�; Æ)�(d�):R(�; Æ) íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðèñêîì. Îöåíêà Æ�, ìèíèìèçèðóþùàÿ àïðèîðíûé ðèñê, íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêîéîöåíêîé ïàðàìåòðà �: R(�; Æ�) = infÆ2�R(�; Æ) (� � ìíîæåñòâî îöåíîê). Ìîæíî ñõèòðèòü: âçÿòü àïðèîðíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó.
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3.2. Ìèíèìàêñíûå îöåíêèÏóñòü òåïåðü íåò íè ý��åêòèâíîé îöåíêè, íè àïðèîðíîé èí�îðìàöèè. RM (Æ) = sup�2�R(�; Æ) � íàèõóäøååçíà÷åíèå �óíêöèè ðèñêà.Îïðåäåëåíèå. Æ� íàçûâàåòñÿ ìèíèìàêñíîé îöåíêîé �, åñëè RM (Æ�) = infÆ2�RM (Æ) (ò.å. îíà ìèíèìèçèðóåòìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè ðèñêà).Çàìå÷àíèå. Ìèíèìàêñíóþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü êàê áàéåñîâñêóþ ïðè íåêîòîðîì (½íàèìåíåå áëàãîïðè-ÿòíîì�) àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè.3.3. Òåîðåìà î áàéåñîâñêîé îöåíêå äëÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ðèñêà�àññìîòðèì �óíêöèþ P�(A), çàâèñÿùóþ îò A 2 A è � 2 �. Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì A P�(A) åñòüB�-èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ îò �, à ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì � � çàäà¼ò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà (X ;A ).�àññìîòðèì íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ��X �-àëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ïðÿìîóãîëüíèêàìè B�A, ãäå B 2 B�,A 2 A . Íà ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ ââåä¼ì ìåðó Q:Q(B �A) = ZB P�(A)�(d�):Áîëåå-ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìåðà �-àääèòèâíà. Çíà÷èò, îíà ïðîäîëæàåòñÿ ïî Ëåáåãó íà âñþ �-àëãåáðó, êîòîðóþìû íàçîâ¼ì B� � A . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ ïîòåðü è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî R(�; Æ) =MQ(� � Æ(�))2 <1.Òåîðåìà 3.1 (î áàéåñîâñêîé îöåíêå äëÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ðèñêà). Ïóñòü àïðèîðíîå ðàñïðå-äåëåíèå � è îöåíêà Æ(x) òàêîâû, ÷òî R(�; Æ) = MQ(� � Æ(�))2 < 1. Òîãäà áàéåñîâñêîé îöåíêîé ïàðàìåòðà �ÿâëÿåòñÿ Æ�(�) = MQ(� j �) (îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâ Q-ìåðû íóëü).�1. Æ� ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé, ò.ê. îíà çàâèñèò îò � ïîñðåäñòâîì ðàñïðåäåëåíèÿ, à îíî �èêñèðîâàíî.2. MQ�(� � Æ(�))2 j ��, MQ(�2 j �) è MQ(� j �) ñóùåñòâóþò.3. MQ(� � Æ�(�))2 = MQ�MQ((� � Æ�(�))2 j �)� 6 MQ(� � Æ�(�))2 â ñèëó ñâîéñòâ ÓÌÎ (Æ� = MQ(� j �)).�àâåíñòâî � ïðè Æ�(�) = MQ(� j �).� Ñëåäñòâèå 3.1 (åäèíñòâåííîñòü áàéåñîâñêîé îöåíêè). Ïóñòü Æ�1 ; Æ�2 � äâå áàéåñîâñêèå îöåíêè (îòíî-ñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïîòåðü). Òîãäà Q(Æ�1 6= Æ�2) = 0.3.4. Àïîñòåðèîðíûé ðèñêÏóñòü ñåìåéñòâî P àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ëåáåãîâîé ìåðû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A 2 AP�(A) = ZA p�(x) dx:Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü Æ� � áàéåñîâñêàÿ îöåíêà îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïîòåðü. ÒîãäàP�-ï. í. èìååì Æ� = R� �p�(x)�(d�)R� p�(x)�(d�) :� Ïóñòü A 2 A � ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå. Ïîëîæèì C = ��A 2 B��A . Ïî îïðåäåëåíèþ ÓÌÎ è òåîðåìåî áàéåñîâñêîé îöåíêå ZC Æ� dQ = ZC � dQ:Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìåðû Q è òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì:ZA Æ�(x)0�Z� p�(x)�(d�)1A dx = ZC Æ� dQ = ZC � dQ = ZA 0�Z� �p�(x)�(d�)1A dx;25



îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A ïîëó÷àåì, ÷òîÆ�(x) Z� p�(x)�(d�) = Z� �p�(x)�(d�) P�-ï.í.� Åñëè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå � èìååò ïëîòíîñòü �(�), òîÆ�(x) = R� �p�(x)�(�) d�R� p�(x)�(�) d� = Z� �q(� j x) d�;ãäå q(� j x) = p�(x)�(�)R� p�(x)�(�) d�íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòüþ (ïëîòíîñòüþ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà). Ýòî óñëîâíîåðàñïðåäåëåíèå � ïðè óñëîâèè �. Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Áàéåñà äëÿ ïëîòíîñòåé.Çàìå÷àíèå. Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ìèíèìèçèðóåò àïîñòåðèîðíûé ðèñêMQ((��Æ(�))2 j �) (áåç äîêàçàòåëüñòâà).3.5. Ñâÿçü áàéåñîâñêèõ îöåíîê ñ ïîíÿòèåì äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè1. Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèåé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü T (x) � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. Òîãäà ïî òåîðåìåÍåéìàíà �Ïèðñîíà p�(x) = g(�;T (x))h(x). Ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîòíîñòè � àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè q(� j x) óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:q(� j x) = p��(�)R� p�(x)�(�) d� = g(�;T (x))�(�)R� g(�;T (x))�(�) d� = f(T (x));ò.å. ïëîòíîñòü àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü �óíêöèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè.2. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà � (íàïðèìåð, åñëè �(�) 6= 0 ïðè âñåõ � 2 �) âåðíî è îá-ðàòíîå: åñëè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå � çàâèñèò îò x ïîñðåäñòâîì ñòàòèñòèêè T (x), òî T (x) ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè áàéåñîâñêèé êðèòåðèé äîñòàòî÷íîñòè ñòàòèñòèêè.3.6. Áàéåñîâñêèå èíòåðâàëüíûå îöåíêèÏðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ P� è � àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ëåáåãîâîé ìåðû, ò.å. ñóùåñòâó-þò ïëîòíîñòè p�(x) è �(�). q(� j x) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå � 2 (0; 1) è ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì ðàçîáü¼ì åãî íà äâå ÷àñòè: � = �1 + �2, �1;2 2 (0; 1). Íàéä¼ì �1- è (1 � �2)-êâàíòèëè àïîñòåðèîðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷èì èõ � = �(�1; x) è � = �(�2; x) ñîîòâåòñòâåííî:�Z�1 q(� j x) d� = �1; �Z�1 q(� j x) d� = 1� �2:P(� 6 � 6 �) = �Z� q(� j x) d� = 1� �2 � �1 = 1� �;ãäå âåðîÿòíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñìûñëå ìåðû Q (è ïî àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ �, è ïî ðàñïðåäåëåíèÿìèç ñåìåéñòâàP). Ïîëó÷èëè èíòåðâàë [�; �℄ äëÿ ïàðàìåòðà � ýòî è åñòü áàéåñîâñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà (ýòîòèíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî � íåîäíîçíà÷íî). � � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî � íå ïîïàä¼ò â èíòåðâàë (âåðîÿòíîñòüîøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî èíòåðâàëà).4. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû(X ;A ;P = fP� j � 2 �g) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, � � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð (èíà÷å èíòåðâàëû çàìå-íÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè îáëàñòÿìè). (�1; : : : ; �n) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, x = (x1; : : : ; xn) � å¼ ðåàëèçàöèÿ. Ïî26



çàäàííîìó � 2 (0; 1) è ïî âûáîðêå íàõîäèì òàêèå ñòàòèñòèêè �(�;x) < �(�;x), ÷òî P�([�; �℄ 3 �) > 1 � �. Âýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë [�; �℄ íàçûâàåòñÿ (òî÷íûì) äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ � ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-íîñòüþ (äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì) 1��. � � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî èíòåðâàëà. � è �íàçûâàþòñÿ äîâåðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè.Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë � ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Â îòëè÷èå îò áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà çäåñü� � íå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà; çàòî ó Áàéåñà ãðàíèöû ïîñòîÿííûå, à ó íàñ � ñëó÷àéíûå (çàâèñÿò îò âûáîðêè).Ñðàâíåíèå äâóõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî äâóì õàðàêòåðèñòèêàì:1. ïî � (èëè ïî äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 1� �);2. ïî ñðåäíåé äëèíå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.4.1. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ4.1.1. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè�1; : : : ; �n � ïîâòîðíàÿ âûáîðêà, � � N (a; �2), a = M�i, �2 = D�i; �2 èçâåñòíî. � � ëó÷øàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêàäëÿ a.� � N (a; �2n ). Îòñþäà � � ap�2=n � N (0; 1) � ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà (çàìåòèì,÷òî ýòî íå ñòàòèñòèêà, ò.ê. îíà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a). ÏîýòîìóPa ����� � � ap�2=n ����� 6 u! = �(u)� �(�u) = 2�(u)� 1; ãäå �(x) = xZ�1 1p2� e�u2=2 du � �. ð. N (0; 1).Ïóñòü çàäàíî � 2 (0; 1). Ïî òàáëèöàì ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì (1 � �2 )-êâàíòèëüN (0; 1). Îáîçíà÷èì ýòó êâàíòèëü u1��2 . Òîãäà �(u1��2 ) = 1� �2 , îòêóäà 2�(u1��2 )�1 = 1��. Â ñèëó ïðåäûäóùåãîPa����� � � a�=pn ���� 6 u1��2 � = 1� �;ïîýòîìó �x� u1��2 �pn; x+ u1��2 �pn� � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1� �.4.1.2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè ïðè èçâåñòíîì ñðåäíåìs20 = 1n nPk=1(xk � a)2 � íåñìåù¼ííàÿ (Ms20 = �2) îöåíêà äëÿ �2.Zk = �k � a� � N (0; 1); ns20�2 = nXk=1��k � a� �2 = Z21 + � � �+ Z2n:Zk âçàèìíî íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ N (0; 1). �àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z21 + � � � +Z2n íàçûâàåòñÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è îáîçíà÷àåòñÿ �2n. Äëÿ êâàíòèëåé ýòîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëåíû òàáëèöû. Èñïîëüçóÿ ýòè òàáëèöû, íàõîäèì êâàíòèëè g1 = g1(�2 ) � �2 -êâàíòèëü èg2 = g2(�2 ) � (1� �2 )-êâàíòèëü �2n. Ïîëó÷àåì, ÷òîP�2 �g1 6 ns20�2 6 g2� = �1� �2�� �2 = 1� �;òî åñòü �ns20g2 ; ns20g1 � ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ �2 ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1� �.4.2. Òî÷íûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà (�1; : : : ; �n) ñî çíà÷åíèÿìè x1; : : : ; xn, �k âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíûñëåäóþùèì îáðàçîì: �k = (0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� p;1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p;ãäå p � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Sn = Pi=1n�i, P(Sn = m) = Cmn pm(1� p)n�m.27



�àíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè �1; : : : ; �n âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0; 1℄, òîP(�(m) 6 x) = Xk>mCknxk(1� x)n�k = Ix(m;n�m+ 1);ãäå Ix(a; b) � íåïîëíàÿ áåòà-�óíêöèÿ ñ àðãóìåíòîì x è ïàðàìåòðàìè a è b, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþIx(a; b) + I1�x(b; a) = 1.Ïîëîæèìfm(p) := mXk=0Cknpk(1� p)n�k = 1� nXk=m+1Cknpk(1� p)n�k = 1� Ip(m+ 1;n�m) = I1�p(n�m;m+ 1):(Ïðè �èêñèðîâàííîì m ýòî �óíêöèÿ îò àðãóìåíòà p 2 [0; 1℄; à m = Sn èçâåñòíî íàì èç âûáîðêè.) fm �íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, fm(0) = 1, fm(1) = 0. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî � 2 (0; 1) óðàâíåíèåfm(p) = � èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü p = p = pm(�). nPk=mCknpk(1� p)n�k = 1� fm�1(p). Äëÿ êàæäîãî � 2 (0; 1)óðàâíåíèå 1� fm�1(p) = � èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü p = p = pm�1(�).Ïîëàãàåì � = �=2 è ïîëó÷àåì, ÷òîPp(p > p) = Pp(fm(p) < �) = Pp nXk=Sn Cknpk(1� p)n�k < �! = Xj : Pk6j P(Sn=k)6� P(Sn = j) 6 �;òî åñòü P(p > p) 6 �. Àíàëîãè÷íî P(p < p) 6 �. Îêîí÷àòåëüíî,Pp(p 6 p 6 p) > 1� 2� = 1� �;òî åñòü èíòåðâàë [p; p℄ åñòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ p ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1� �.4.3. Îáùèå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ4.3.1. Ìåòîä öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêèÏóñòü �1; : : : ; �n âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿò-íîñòåé P�. Íàéä¼ì �óíêöèþ S(�; �) � òàê íàçûâàåìóþ öåíòðàëüíóþ ñòàòèñòèêó, õîòÿ íà ñàìîì äåëå îíàñòàòèñòèêîé íå ÿâëÿåòñÿ, � ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. ðàñïðåäåëåíèå S(�; �) íå çàâèñèò îò � è èìååò ïëîòíîñòü fS(y),2. ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì x 2 X �óíêöèÿ S(x; �) (êàê �óíêöèÿ àðãóìåíòà �) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èñòðîãî ìîíîòîííîé.Çàäàäèì � 2 (0; 1) è íàéä¼ì u1 < u2 òàê, ÷òîáûP(u1 6 S(�; �) 6 u2) = u2Zu1 fS(y) dy = 1� �:(u1 è u2 íàõîäÿòñÿ íåîäíîçíà÷íî.) Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îòïàðàìåòðà �. Îáðàòèì íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî � è ïîëó÷èì, ÷òî P(T1(�) 6 � 6 T2(�)) = 1��, ò. å. [T1(x); T2(x)℄åñòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ � ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1� �.4.3.2. Åù¼ îäèí ìåòîäÏóñòü T (x) � íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà, G�(t) = P�(T (�) 6 t) � å¼ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü G�(t) ïðèëþáîì �èêñèðîâàííîì � íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî t è ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì t ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé ñòðîãî óáûâàþùåé �óíêöèåé îò �. Òîãäà P�(G�(t1) 6 G�(T (�)) 6 G�(t2)) = P�(t1 6 T (�) 6 t2) =G�(t2)�G�(t1) ïðè ëþáûõ t1 < t2. Åñëè G�(t1) = �1, G�(t2) = 1��2, �1+�2 = �, òî P�(�1 6 G�(T ) 6 1��2) =1 � �2 � �1 = 1 � �. Ïîëîæèì �: G�(T (x)) = �1; �: G�(T (x)) = �2. Òîãäà P(� 6 � 6 �) = 1 � �, ò. å. [�; �℄ �äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè �.
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4.4. Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÊàê ïðàâèëî, îíè îñíîâàíû íà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè íåêîòîðûõ ñòàòèñòèê.Ïðèìåð 4.1. Â ñõåìå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p 2 [0; 1℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà bpn = 1n (x1 + � � � + xn).Mbpn = p;Dbpn = p(1� p)n . Â ñèëó ÖÏÒ bpn àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N �p; p(1� p)n �, ò. å.bpn � prp(1� p)n d����!n!1 Z � N (0; 1):Ïîëîæèì u = u1��2 � (1� �2 )-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òîP0������� bpn � pqp(1�p)n ������ 6 u1A � �(u)��(�u) = 1� �;ãäå � � �óíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî÷íîñòü âû÷èñëÿåòñÿ èç îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäè-ìîñòè â ÖÏÒ. �åøàÿ íåðàâåíñòâî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì èíòåðâàë äëÿ p: P(pn 6 p 6 pn) � 1� �.Ëåììà 4.1. Ïóñòü îöåíêà �̂n(x) ïàðàìåòðà � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N (�;�2(�)=n). Ïóñòü f(�)äè��åðåíöèðóåìà è f 0(�) 6= 0 â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Òîãäà f(�̂n) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ðàñïðå-äåëåíèåì N �f(�); (f 0(�))2�2(�)n � :Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ f(�) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû f 0(�)�(�) = 
onst, è òàêèì îáðàçîì èçáàâèòñÿ îòçàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îò ïàðàìåòðà.� �àçëîæèì f ïî �îðìóëå Òåéëîðà: f(t) = f(�)+(t��)(f 0(�)+
(t; �)), ãäå 
(t; �) �! 0 ïðè t �! 0. Ïîäñòàâèìt = �̂n: f(�̂n)� f(�) = (�̂n � �)f 0(�) 1 + 
(�̂n; �)f 0(�) ! :Ïîëîæèì Yn := �̂n � ��(�)=pn; Zn := 
(�̂n; �)f 0(�) ; Wn := f(�̂n)� f(�)f 0(�)�(�)=pnè ïîëó÷èì, ÷òî Wn = Yn(1 + Zn). Íî èç àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè �̂n Yn d�! Y � N (0; 1), à 
(�̂n; �) P�! 0 âñèëó ñîñòîÿòåëüíîñòè, ïîýòîìó Wn d�! Y � N (0; 1), ÷òî è äà¼ò àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü f(�̂n). �Ïðèìåð 4.2. Â ñõåìå Áåðíóëëè îöåíêà bpn = 1n (x1 + � � � + xn) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ N (p; p(1 �p)=n). Ïîëîæèì f(p) = ar
sinpp, p 2 (0; 1). f 0(p) = 12pp(1� p) , f 0(p)�(p) = pp(1� p)2pp(1� p) = 12 = 
onst. Â ñèëóïðåäûäóùåé ëåììû îöåíêà ar
sinpbpn àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñN (ar
sinpp; 14n ). Ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ,ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ p.5. Îòñòóïëåíèå ïðî íåêîòîðûå ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé5.1. Õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåÏóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1; : : : ; Zn âçàèìíî íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z21 + � � �+ Z2n íàçûâàåòñÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìèñâîáîäû è îáîçíà÷àåòñÿ �2n. Ïðè �22 èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì � = 12 . Ïëîòíîñòü õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ äà¼òñÿ �îðìóëîé:p�2n = 12n2 �(n2 )xn2�1e�x2 ; ãäå �(�) = 1Z0 x��1e�x dx � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.29



M�2n = n, D�2n = 2n. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ: '�2n = (1� 2it)�n2 .Ìåëêèì øðè�òîì ïðî âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè �2.P(Z21 + � � �+ Z2n 6 y) = Z � � � ZPk x2k6y � 1p2��n exp �12Xk x2k! dx1 : : : dxn:Ïðèìåíÿåì îáîáù¼ííóþ ñ�åðè÷åñêóþ çàìåíó êîîðäèíàò: x1; : : : ; xn 7! �; '1; : : : ; 'n�1, � 2 [0;py℄, 'i 2 [0; �℄ ïðè i =1; : : : ; n � 2, 'n�1 2 [0; 2�℄. 8>>>>>><>>>>>>:x1 = � 
os'1x2 = � sin'1 
os'2: : :xn�1 = � sin'1 : : : sin'n�2 
os'n�1xn = � sin'1 : : : sin'n�1ßêîáèàí çàìåíû ðàâåí J = �n�1 sinn�2 '1 sinn�3 '2 : : : sin'n�2. Èñõîäíûé èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäíîìåð-íûõ èíòåãðàëîâ è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: Cn pyZ0 e� �22 �n�1 d�;ãäå Cn åñòü ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ ïî 'k, íå çàâèñèò îò y è âû÷èñëÿåòñÿ ïðè y �!1:Cn = 1�(n2 )2n2+1 :Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå è çàìåíÿÿ �2 = x, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.5.2. �àñïðåäåëåíèå ÑòüþäåíòàÅñëè Z0; Z1; : : : ; Zn âçàèìíî íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ðàñïðåäåëåíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z0rZ21 + � � �+ Z2nn = Z0p�2n=níàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà (t-ðàñïðåäåëåíèåì) è îáîçíà÷àåòñÿ tn. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-äåíòà äà¼òñÿ �îðìóëîé ptn(x) = Cn�1 + x2n �n+12 ; ãäå Cn = �(n+12 )�(n2 )p�n:Ïðè n = 1 ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè, èìåþùèì ïëîòíîñòü 1�(1 + x2) .5.3. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå5.3.1. ×åòûðå ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿÏóñòü � = (�1; : : : ; �n)T � ñëó÷àéíûé âåêòîð5, a = (a1; : : : ; an)T � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, x =(x1; : : : ; xn)T 2 Rn , A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà n� n.Ïåðâîå îïðåäåëåíèå. Åñëè ïëîòíîñòü (ñîâìåñòíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà � èìååò âèäp�(x; a; A) = 1�p2��n (detA) 12 exp��12(x� a)TA(x� a)� ;òî ãîâîðÿò, ÷òî � èìååò ìíîãîìåðíîå (n-ìåðíîå) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âåêòîð a = M� (ai = M�i) íàçûâàåòñÿñðåäíèì çíà÷åíèåì, à ìàòðèöà � = �� = A�1 = M(� � a)(� � a)T � êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. � = (�ij), �ij =M(�i�ai)(�j�aj). Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.�àñïðåäåëåíèå, çàäàííîé òàêîé ïëîòíîñòüþ, îáîçíà÷àåòñÿ N (a;�).5Çäåñü è äàëåå áóêâà T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Âåêòîðû-ñòîëáöû çàïèñàíû êàê òðàíñïîíèðîâàííûå ñòðîêè äëÿ ýêîíîìèèìåñòà. � ïðèìå÷. Ñ. Ê.
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Âòîðîå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëèì ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíê-öèè. t = (t1; : : : ; tn)T 2 Rn . '�(t) = MeitT � � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî � � N (a;�), åñëè '�(t) = exp�itTa� 12 tT�t� :Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ, ñþäà âêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé âûðîæäåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.Çàìå÷àíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïëîòíîñòè, à ïî ìíîãîìåðíîé �îðìóëå îáðàùå-íèÿ ïëîòíîñòü îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè. Ïîýòîìó ïåðâîå è âòîðîå îïðå-äåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.Òðåòüå îïðåäåëåíèå. Åñëè ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà � èìååò (îäíîìåðíîå) íîð-ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî � èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.×åòâ¼ðòîå îïðåäåëåíèå. � èìååòN (a; �), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ñóùåñòâóåò íàáîð íåçàâèñèìûõ è èìåþùèõñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1; : : : ; �k è ñóùåñòâóåò n� k-ìàòðèöà A òàêèå, ÷òî� = A�, � = (�1; : : : ; �k)T . Íà ñàìîì äåëå k åñòü ðàíã ìàòðèöû �. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî k = n, à a� íóëåâîé âåêòîð.Òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå îïðåäåëåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.5.3.2. Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ5.3.3. Ëåììà ÔèøåðàËåììà 5.1 (Ôèøåð). Ïóñòü �1; : : : ; �n � íåçàâèñèìûå (îäíîìåðíûå) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ N (a; �2). Òîãäà:1. ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà C è ñëó÷àéíûé âåêòîð � òàêèå, ÷òî � = C�, M�1 = pna, M�i = 0ïðè i > 1 è D�i = �2 ïðè âñåõ i;2. � = �1 + � � �+ �nn è nPi=1(�i � �)2 íåçàâèñèìû;3. 1�2 X(�i � �)2 � �2n�1; pn(� � a)s � tn�1; ãäå s2 = 1n� 1 nXi=1(�i � �)2:�1. Ïîëîæèì 
11 = 
12 = � � � = 
1n = 
1 = 1pn . nPj=1 
21j = 1. �1 = nPj=1 
1j�j = pn�, M�1 = pna, D�1 = n�2n = �2.Îñòàëüíûå 
ij (2 6 i 6 n, 1 6 j 6 n) ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèé: nPj=1 
2ij = 1 (ïðè âñåõ i > 1) è 1pn nPj=1 
ij = 0.Èç ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà C = (
ij) îðòîãîíàëüíà, è ïðè i > 1 M�i = 0 è D�i = �2.2. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè C nPi=1 �2i = nPi=1 �2i . Îòñþäà nPi=2 �2i = nPi=1 �2i � �21 = nPi=1 �2i � n�2, òî åñòü nPi=1(�i � �)2 =nPi=2 �2i � íå çàâèñèò îò � = �1=pn.Çàìå÷àíèå. Åñëè �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêîâîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî � è 1nP(�i��)2íåçàâèñèìû. Íà ñàìîì äåëå ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.3. Zi = �i� � N (0; 1) ïðè i > 1, îòêóäà1�2 nXi=1(�i � �)2 = nXi=2 �2i�2 = Z22 + � � �+ Z2n � �2n�1; s2 = 1n� 1 nXi=1(�i � �)2;îòêóäà (n� 1)s2�2 � �2n�1.� � a�=pn � N (0; 1), (n� 1)s2�2 � �2n�1 è ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïîýòî-ìó pn(� � a)s = ��ap�2=nps2=�2 � tn�1:� 31



5.3.4. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ IIx1; : : : ; xn � ïîâòîðíàÿ âûáîðêà èç N (a; �2).I. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a ïðè íåèçâåñòíîì �2. M� = a, D� = �2=n. Ïî ëåììå Ôèøåðà x� aps2=nèìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n � 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Çà�èêñèðóåì � 2 (0; 1) t = t1��2 (n � 1) � (1 � �2 )-êâàíòèëü tn�1.Pa;�2 ������ � as pn���� 6 t� = 1� � (íà ñàìîì äåëå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ),ïîýòîìó �x� t spn; x+ t spn� � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ �.II. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ �2 ïðè íåèçâåñòíîì a. Ïî ëåììå Ôèøåðà (n� 1)s2�2 � �2n�1. Ïóñòüçàäàíî �. g�2 (n�1) åñòü �2 -êâàíòèëü, à g1��2 (n�1) � 1� �2 -êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ n�1 ñòåïåíüþñâîáîäû. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ êâàíòèëåé ñòðîèòñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ �2.6. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç6.1. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü äàíà âûáîðêà èçN (a; �2). H0: a = a0 (a0 �èêñèðîâàíî);H1: a 6= a0. Ïóñòü �2 èçâåñòíî è ðàâíî �20 . Òîãäà(ñì. âûøå) �x� u1��2 �20pn; x+ u1��2 �20pn� � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1��.Êðèòåðèé: åñëè a0 ïðèíàäëåæèò íàøåìó äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó, òî H0 ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å îòêëîíÿåòñÿ.Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (îòêëîíèòü H0, êîãäà îíà âåðíà) ðàâíà �. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäàÿâíî íå âû÷èñëÿåòñÿ (ãèïîòåçà H1 � íå êîíêðåòíàÿ).Åñëè àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà èìååò âèä H1: a > a0, òî âìåñòî ðàññìîòðåííîãî ðàíåå äâóñòîðîííåãî èñïîëü-çóåì îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé: îñòàâëÿåì òîëüêî âåðõíþþ êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó.Àíàëîãè÷íî ïðè ïîìîùè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñòðîÿòñÿ êðèòåðèè äëÿ a ïðè íåèçâåñòíîì �2 è äëÿ �2(ïðè èçâåñòíîì èëè íåèçâåñòíîì a).Êðèòåðèè, â êîòîðûõ H0 çàäà¼ò êîíêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, à H1 = :H0, íàçûâàþòñÿ êðèòåðè-ÿìè ñîãëàñèÿ. 6.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè íîðìàëüíûõ âûáîðîêÏóñòü èìååòñÿ äâå âûáîðêè x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn, ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíî-ñòè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè �1; : : : ; �m; �1; : : : ; �n, ïðè÷¼ì �1; : : : ; �m s N (a1; �21); �1; : : : ; �n s N (a2; �22) è âñåïàðàìåòðû a1; �21 ; a2; �22 íåèçâåñòíû.H0 : a1 = a2; �1 = �2 � ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè. H1 = :H0. �àçîáü¼ì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòèíà äâå çàäà÷è:I. H 00 : �21 = �22 (ïðè ëþáûõ a), H 01 : �21 6= �22 (åñëè H 00 îòêëîíÿåòñÿ, òî îòêëîíÿåì H0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àåäâèæåìñÿ äàëüøå).II. Åñëè H 00 ïðèíèìàåòñÿ, òî H 000 : a1 = a2; H 001 : a1 6= a2. Òåïåðü H0 ïðèíèìàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàïðèíèìàåòñÿ H 000 .6.2.1. Î ðàñïðåäåëåíèè Ôèøåðà �Ñíåäåêîðà (F -ðàñïðåäåëåíèè)Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Fm;n = �2m=m�2n=n ; ãäå �2m è �2n íåçàâèñèìû, èìååò F -ðàñïðåäåëåíèå ñ m è n ñòåïåíÿìèñâîáîäû. Ïëîòíîñòü: pm;n(x) = ( 1B(m=2;n=2)(mn )m=2xn=2�1(1 + mn x)�m+n2 ; x > 00; x 6 0Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:P (Fm;n 6 x) = Imn x(m=2; n=2)1 + mn x ; ãäå Ix(a; b) - íåïîëíàÿ �-�óíêöèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a è b.32



6.2.2. Êðèòåðèé Ôèøåðà ðàâåíñòâà äèñïåðñèé�àññìîòðèì äâå ñòàòèñòèêè:s21 = 1m� 1 mXk=1(xk � �x)2; s22 = 1n� 1 nXj=1(yj � �y)2:Îòíîøåíèå F̂m;n = s21=�21s22=�22 ïðè óñëîâèè H 00 (�21 = �22) ðàâíî s21=s22 è èìååò F -ðàñïðåäåëåíèå ñ (m� 1) è (n� 1)ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: s21s22 = (m�1)s21�2 � 1m�1(n�1)s22�2 � 1n�1 = �2m�1 � 1m�1�2n�1 � 1n�1 = Fm�1;n�1;ãäå ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó ëåììû Ôèøåðà.Äëÿ çàäàííîãî � íàõîäèì êâàíòèëè f�2 (m� 1; n� 1) è f1��2 (m� 1; n� 1) F -ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (m� 1) è (n� 1)ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è áåðåì èõ â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.Êðèòåðèé Ôèøåðà. Åñëè f�2 6 F̂m;n 6 f1��2 , òî H 00 ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å îòâåðãàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü îøèáêèïåðâîãî ðîäà â òî÷íîñòè ðàâíà �. (Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé)6.2.3. Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà ðàâåíñòâà ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâàäèñïåðñèéÅñëè H 00 îòêëîíÿåòñÿ, òî îòêëîíÿåòñÿ è ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè H0. Ïóñòü òåïåðü H 00 ïðèíÿòà (ò.å. �21 = �22 =�2). Áóäåì ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó H 000 : a1 = a2 (H 001 = :H 000 ).Ìû çíàåì, ÷òî M(�x� �y) = a1�a2 è D(�x� �y) = �2(1=m+1=n) (�x è �y íåçàâèñèìû è �x� �y � N (a1�a2; �2(1=m+1=n)).) (�x� �y)� (a1 � a2)p�2(1=m+ 1=n) � N (0; 1);íî �2 íåèçâåñòíî. Ïîäñòàâèì äëÿ íå¼ íåñìåù¼ííóþ îöåíêó�̂2 = (m� 1)s21 + (n� 1)s22m+ n� 2Ïðè óñëîâèè H 000 : a1� a2 = 0 ñòàòèñòèêà t̂m+n�2 = �x��yp�2(1=m+1=n) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ m+n� 2ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ñëåäóåò èç ëåììû Ôèøåðà).Çàäàäèì � 2 (0; 1). t�=2 = �t1��=2 � ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà (ðàâåíñòâî èìååòìåñòî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ).Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà. Åñëè jt̂m+n�2j > t1��=2, òî H 000 îòêëîíÿåòñÿ, èíà÷å � ïðèíèìàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòüîøèáêè ïåðâîãî ðîäà ðàâíà �. Åñëè ïðè ýòîìH 000 ïðèíèìàåòñÿ, òî ïðèíèìàåòñÿ è èñõîäíàÿ ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòèH0. 6.3. Äèñïåðñèîííûé àíàëèç îäíî�àêòîðíîé ìîäåëèÏóñòü x1; : : : ; xn � âûáîðêà, ãäå âñå ýëåìåíòû ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî. A priori ðàçîáü¼ì å¼ íà k; k > 3 ïîäâûáî-ðîê: x11; : : : ; xn11; : : : ;x1k ; : : : ; xnkk, n = n1+ � � �+nk. �xi = (x1i+ � � �+ �nii)=ni � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî ïîäâûáîðêàì,��x = (x11 + � � �+ xnkk)=n � ñðåäíåå çíà÷åíèå.Ýòè äàííûå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà:1 2 : : : kx11 x12 : : : x1kx21 x22 : : : x2k... ... ...n1 n2 : : : nk n�x1 �x2 : : : �xk ��xÏðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå (íî íåèçâåñòíûå íàì) a1; : : : ; ak òàêèå, ÷òî xij = aj + eij ïðèâñåõ i è j, ãäå eij � ñëó÷àéíûå îøèáêè, âçàèìíî íåçàâèñèìûå ïðè ðàçíûõ i è j, Meij = 0, Dei;j = �2 (ñ÷èòàåìèçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íûìè), �2 íåèçâåñòíî. 33



Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îäíî�àêòîðíîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ýêñïåðèìåíòû, ïîðîæäàþùèå äàííûå â ñòîëáöàõ,îòëè÷àþòñÿ âëèÿíèåì íåêîòîðîãî �àêòîðà; 1; 2; : : : ; k � íîìåðà óðîâíåé �àêòîðà, aj � õàðàêòåðèñòèêè óðîâ-íÿ �àêòîðà. �àçëè÷èÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè îäíèõ ñòîëáöîâ ½÷èñòî ñëó÷àéíû�. Ñóùåñòâóþò è ìíîãî�àêòîðíûåìîäåëè.H0: ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè �àêòîðà (a1 = : : : = ak) (ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè ïîäâûáîðîê), H1 = :H0. Åñëèeij � N (0; �2) , xij � N (aj ; �2); òî H0 åñòü ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ çíà÷åíèé k íîðìàëüíûõ âûáîðîê.[Ñëó÷àé, êîãäà xij èìåþò íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò íîðìàëüíîãî, îòíîñèòñÿê íåïàðàìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó (ðàíãîâûå êðèòåðèè, et
). Ýòèì ìû çàíèìàòüñÿ íå áóäåì.℄Èçìåí÷èâîñòü äàííûõ � îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî (èçìåðÿåòñÿ êàê âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ)Xi;j (xij � ��x)2 =Xi;j (xij � �xj)2 +Xi;j (�xj � ��x)2Xi;j xij = n��x = kXj=1 nj �xjÍàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå ïåðâîé ñóììû. Ïî ëåììå ÔèøåðànjPi=1(xij � �xj)2�2 = �2nj�1;îòêóäà 1�2 Xi;j (xij � �xj)2 = kXj=1 �2nj�1 = �2Pj(nj�1) = �2n�k;ò.ê. âñå �2nj�1 ó íàñ íåçàâèñèìû.�xj íå çàâèñèò îò P(xij � �xj)2 ïî ëåììå Ôèøåðà, ñëåäîâàòåëüíî,Pj(xij � �xj)2 è Pj(�xj � ��x)2 íåçàâèñèìû.Åñëè H0 âåðíà, òî 1�2 P(xij � ��x)2 = �2n�1:1�2 Xj nj(�xj � ��x)2 = �2k�1(ïî ëåììå Ôèøåðà)�2n�1 = �2n�k + �2k�1 (ýòè âåëè÷èíû íåçàâèñèìû)�̂21 = 1n�kPi;j(xij � �xj)2 � îöåíêà, íå çàâèñÿùàÿ îò ãèïîòåçû H0, �̂22 = 1k�1 Pj nj(�xj ���x)2 � ðåàãèðóåò íà H0Äèñïåðñèîííîå îòíîøåíèå �̂22�̂21 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà �Ñíåäåêîðà ñ k � 1; n� k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Ïðàâîñòîðîííèé êðèòåðèé Ôèøåðà. Ïóñòü � : f1��(k� 1; n� k) � (1��)-êâàíòèëü F -ðàñïðåäåëåíèÿñ k � 1; n � k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñëè F̂k�1;n�k > f1��, òî H0 îòêëîíÿåòñÿ (�àêòîð ñóùåñòâóåò); èíà÷å �ïðèíèìàåòñÿ. 6.4. Ìíîæåñòâåííûå ñðàâíåíèÿ�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â äèñïåðñèîííîì àíàëèçå îäíî�àêòîðíîé ìîäåëè ãèïîòåçà îòñóòñòâèÿ �àêòîðà(H0) îòâåðãíóòà. Ïðîâåä¼ì áîëåå òîíêîå èññëåäîâàíèå.6.4.1. Ïàðíîå ñðàâíåíèåÏðîâåðÿåì ãèïîòåçó H0(j;l): aj = al , aj � al = 0; H1 = :H0. (îäíîðîäíîñòè äâóõ ïîäâûáîðîê).Ñòðîèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ðàçíîñòè aj � al. �xj ; �xl � îöåíêè äëÿ aj ; al.(�xj � �xl)� (aj � al)r�̂21 � 1nj + 1nl� = t̂n�kt̂n�k èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n�k) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, �èêñèðóåì �, ñòðîèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàëäëÿ aj � al ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì:"(�xj � �xl)� t1��2 (n� k)s�̂21 � 1nj + 1nl�; (�xj � �xl) + t1��2 (n� k)s�̂21 � 1nj + 1nl�# :Êðèòåðèé: åñëè 0 ëåæèò âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà, òî ïðèíèìàåì H0(j;l), èíà÷å � îòêëîíÿåì. Òàêèì îáðàçîììîæåì âûÿâèòü èçëèøíèå óðîâíè �àêòîðîâ. 34



6.4.2. Ñîáñòâåííî ìíîæåñòâåííûå ñðàâíåíèÿ	 = kXj=1 
jaj ; kXj�1 
j = 0	 � ½ñðàâíåíèå� a1; : : : ; ak (½êîíòðàñò�), ïàðíîå ñðàâíåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé òàêîãî. Îöåíèì: 	̂ =Pkj=1 
jM	̂ = 	; D	̂ = �2 kXj=1 
2j=nj	̂�	r�̂21Pj 
2jnj = t̂n�kÄàëåå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñòðîèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ 	 (t̂n�k èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà).6.5. Êðèòåðèé Ïèðñîíà (�2)6.5.1. Áèíîìèàëüíûé êðèòåðèé�àññìîòðèì ñõåìó Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p 2 (0; 1). Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó H0 : p = p0; H1 : p 6= p0.T (x) = x1 + : : : + xn � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, � � óðîâåíü çíà÷èìîñòè (âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà),m�� � íåêîòîðàÿ êðèòè÷åñêàÿ ãðàíèöà.Êðèòåðèé: åñëè T (x) > m��, òî H0 îòêëîíÿåì, èíà÷å ïðèíèìàåì. Çàïèøåì âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà:Pm>m��Cmn pm0 (1� p0)n�m 6 �Çàìåíèì òî÷íûé êðèòåðèé íà ïðèáëèæåííûé ñ ïîìîùüþ ÖÏÒ.T (�)� nppnp(1� p) d����!n!1 N (0; 1):Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà:Pp0  T (�)� np0pnp0(1� p0) > m�� � np0pnp0(1� p0)! = �1� � m�� � np0pnp0(1� p0)! = �u1�� = m�� � np0pnp0(1� p0) � (1� �)-êâàíòèëü N (0; 1)Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ íàõîäèòñÿ ãðàíèöà m�� = np0 + u1��pnp0(1� p0).6.5.2. Êðèòåðèé �2 äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè (ïðåäèñëîâèå ê êðèòåðèþ Ïèðñîíà)Åñòü è äðóãîé êðèòåðèé. Ïóñòü m = x1 + : : :+ xn. P(Sn = m) = Cmn pm(1� p)n�m. �àññìîòðèì ñòàòèñòèêóbX21 = (m� np0)2np0 + (n�m� n(1� p0))2n(1� p0)bX21 åñòü ñóììà îòíîñèòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé ýìïèðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îò îæèäàåìûõ. Â óñëî-âèÿõ H0 MSn = np0. bX21 = (m� np0)2np0 + (m� np0)2n(1� p0) = (m� np0)2np0(1� p0) =  m� np0pnp0(1� p0)!2Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê â ñèëó ÖÏÒ Sn�np0pnp0(1�p0) d�! N (0; 1), òî bX21 , êàê êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû, ñõîäèòñÿ ïîðàñïðåäåëåíèþ ê �21 ïðè óñëîâèè H0. bX21 íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ïèðñîíà (õè-êâàäðàò). Êðèòåðèé ñòðîèòñÿñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðè ïîìîùè êâàíòèëåé õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ.35



6.5.3. Ïîëèíîìèàëüíûé êðèòåðèéÎáîáùèì íàø êðèòåðèé. Áóäåì ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äàííàÿ âûáîðêà x1; : : : ; xn èìååò ïîëèíîìè-àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ s èñõîäàìè è çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè: H0 : p1 = p01; : : : ; ps = p0s, H1 = :H0. Îáîçíà÷èìçà mk êîëè÷åñòâî èñõîäîâ òèïà k è ñîñòàâèì ñòàòèñòèêó a l�a bX21 .Ñòàòèñòèêà Ïèðñîíà: bX2s�1 = sXk=1 (mk � np0k)2np0kÄàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèè H0 è n �! 1 bX2s�1 èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå �2s�1 (òåîðåìàÏèðñîíà).Êðèòåðèé Ïèðñîíà (�2) î äàííîì ðàñïðåäåëåíèè â ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè. Ïóñòü g1�� � (1��)-êâàíòèëü�2s�1. Åñëè bX2s�1 > g1��(s� 1), òî H0 îòêëîíÿåòñÿ, èíà÷å ïðèíèìàåòñÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îøèáêà ïåðâîãî ðîäà,êàê áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, áóäåò ðàâíà �.6.5.4. Òåîðåìà ÏèðñîíàÏóñòü �1; : : : ; �n âçàèìíî íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû: �i = (�i1 ; : : : ; �is)T � ñëó÷àéíûå âåêòîðû,ïðè÷åì P(�i1 = a1; : : : ; �is = as) = pa11 � : : : � pass äëÿ âñåõ i, pi > 0, Pi pi = 1; ai 2 f0; 1g,Pi ai = 1 (�i � âåêòîð èç0 è 1 ñ ðîâíî îäíîé åäèíèöåé). Î÷åâèäíî, ÷òî M�ik = pk, D�ik = pk(1 � pk), M�i = (p1; : : : ; ps)T = ~p. Ýëåìåíòûêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû � = �� = M(��M�)(��M�)T = (�jl) èìåþò âèä �jl = M(�ij �pj)(�il �pl) = �pjpl ïðèj 6= l (â îáùåì ñëó÷àå �jl = pjÆjl � pjpl). �àññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð Sn = �1 + : : : + �n = (�1; : : : ; �s)T , ãäå�k =Pni�1 �ik � ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. M�k = npk, D�k = npk(1� pk), MSn = (np1; : : : ; nps)t =n~p; �Sn = n�� (äîêàæèòå ýòî!).�àñïðåäåëåíèå Sn íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêèbX2s�1 = sXk=1 (�k � npk)2npk ; M bX2s�1 = s� 1Òåîðåìà 6.1 (Ïèðñîí). bX2s�1 d�! �2s�1� Ïåðåéä¼ì ê S�n = Sn�n~ppn ;MS�n = 0;�S�n = �� = �. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà îäíîì èç âàðèàíòîâìíîãîìåðíîé ÖÏÒ, à èìåííî S�n d�! Z � N (0;�) [Ñåâàñòüÿíîâ, ãë. 11, � 46, òåîðåìà 7℄Ïîëîæèì �k = �k � npkpnpk , k = 1; : : : ; s; � = (�1; : : : ;�s)T . sPk=1ppk�k = (n� n)pn = 0, ïîýòîìó s-ìåðíîåðàñïðåäåëåíèå � � âûðîæäåííîå.S�n = B�, B = diag(pp1; : : : ;pps). � = B�1S�n, ïîýòîìó M� = 0. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà �� = M(��T ) =B�1M(S�nS�Tn )B�1 = B�1�B�1. (��)ij = Æji �ppipj (íà ãëàâíîé äèàãîíàëè 1� p1; : : : ; 1� pk, âíå íå¼: �ppkpj).Ïîëîæèì � = C�, ãäå C � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ çàäàííîé ïåðâîé ñòðîêîé: 
1k = ppk. � = (�1; : : : ; �s)T ,M� = 0; �1 =Psk=1 
1k�k = 0. Äîêàæåì, ÷òî (��)ij = Æji , åñëè i; j > 2, è 0 èíà÷å. Ïðè j; l > 2 èìååì:M(�j�l) = M Xk 
jk�k �Xk 
lk�k! = M Xs;t 
js
lt�s�t! = mXs=1 
js
lsM�2s +Xs6=t 
js
ltM(�s�t) == mXs=1 
js
ls(1� ps)�Xs6=t 
js
ltppspt =Xs 
js
ls � Xs 
jspps! Xt 
ltppt! =Xs 
js
ls = ÆjlÏîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîê ìàòðèöû C.bX2s�1 = sXk=1�2k = sXk=1 �2k = �22 + : : :+ �2s (�1 = 0)Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè i > 2 �i íå êîððåëèðóþò. Åñëè äîêàæåì, ÷òî �i d�! N (0; 1) (è ê òîìó æå îíè íåçàâèñèìû,à íå ïðîñòî íå êîððåëèðóþò � òóò-òî íàì è ïîòðåáóåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ÖÏÒ!), òî ïîëó÷èì �2s�1. Ïðè j > 2�j = sXk=1 
jk�k = nXi=1 sXk=1 
jkpnpk (�ik � pk) = nXi=1 �ij :36



Ïðè �èêñèðîâàííîì j è ðàçíûõ i �ij íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, M�ij = 0; D�j = 1.�j =Xi �ij ; M�ij = 0; D�ij = 1n äîêàæèòå ýòî!Ïî îäíîìåðíîé ÖÏÒ �j d�! N (0; 1) äëÿ âñåõ j > 2.Ïàìÿòóÿ, ÷òî � = (CB�1)S�n, à S�n ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê N (0;�) (ïî �îðìóëå â ðàìî÷êå), ïîëó÷àåì,÷òî � d�! N (0; E0), ãäå E0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà áåç âåðõíåé ëåâîé åäèíèöû (�1 = 0), ïðè÷¼ì êîìïîíåíòûåãî íåêîððåëèðîâàíû, à ïîòîìó íåçàâèñèìû (ýòî ñâîéñòâî ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ). ÏîýòîìóbX2s�1 = �22 + : : :+ �2s d�! �2s�1, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �6.5.5. Êðèòåðèé �2Ïóñòü x1; : : : ; xn � ïîâòîðíàÿ âûáîðêà, �i îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ �.ð. F(x).H0 : F(x) = F0(x); H1 = :H0:�àçîáüåì R íà s èíòåðâàëîâ �k = (tk�1; tk℄ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà íàøà çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê ïðîâåðêåãèïîòåçû î äàííîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé óñïåõà â ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè, ãäå mk � ÷èñëî xi, ïîïàâøèõâ �k, p0k � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà �k (ïðè óñëîâèè H0), è bX2s�1, îïðåäåëåííîå ðàíåå, áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêîåðàñïðåäåëåíèå �2s�1Çàìå÷àíèÿ. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ �2:� F0(x) ìîæåò áûòü çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî r ïàðàìåòðîâ; òîãäà ñòàòèñòèêà Ïèðñîíà, â êîòîðîé p0k âû÷èñ-ëåíû ñ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòèê äëÿ íèõ, áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêîåðàñïðåäåëåíèå �2s�1�r.� Êðèòåðèé �2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè. Ïóñòü åñòü äâå ïîëèíîìèàëü-íûå ñõåìû ñ n è l èñïûòàíèÿìè, ñ ðåçóëüòàòàìè èñïûòàíèé (m1; : : : ;ms), âåðîÿòíîñòÿìè (p1; : : : ; ps) è(m01; : : : ;m0s) è (p01; : : : ; p0s) ñîîòâåòñòâåííî.H0 : p0i = pi; H1 = :H0. Ïðè óñëîâèè H0 âûáîðêè îáúåäèíÿþòñÿ è îöåíèâàþòñÿ îáùèå çíà÷åíèÿ pi = p0i:p̂i = mi+m0in+l (ïî ìåòîäó ÌÏ). ÒîãäàbX2s�1 = sXk=1 (mk � np̂k)2np̂k + sXk=1 (m0k � lp̂k)2lp̂k ) �2s�1(â îáùåì ñëó÷àå, èìåÿ r ïîëèíîìèàëüíûõ ñõåì, ïîëó÷èì �2(s�1)(r�1)).6.6. Êðèòåðèé çíàêîâ(x1; y1); : : : ; (xn; yn) � íàáîð ïàðíûõ íàáëþäåíèé, ïîðîæä¼ííûé ïàðîé ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí(�; �0) (� è �0 ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè, à âîò �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,ðàâíî êàê è �01; : : : ; �0n). Ïóñòü �1; : : : ; �n ðàñïðåäåëåíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à �01; : : : ; �0n � ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ G(x) = F (x � �), � 2 R � ïàðàìåòð. �èïîòåçà H0 ñîñòîèò â îäíîðîäíîñòè âûáîðîê (ò.å. � = 0);H1 = :H0.Ïåðåéä¼ì ê ðàçíîñòÿì zi = xi � yi (ýòî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �i = �i � �0i; �1; : : : ; �n íåçàâèñèìû âñîâîêóïíîñòè). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 8i zi 6= 0. Òîãäà ãèïîòåçà H0 ðàâíîñèëüíà ãèïîòåçå H 00: 8iP(�i > 0) =P(�i < 0) = 12 . Ñóäèì î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû H0 ïî ñîîòíîøåíèþ çíàêîâ ½+� è ½�� ñðåäè zi. Ïî ñóòè èìååòñÿn èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ãäå ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ Ai = f�i > 0g, Ai = f�i < 0g. �èïîòåçà H 00ðàâíîñèëüíà ãèïîòåçå H 000 : ½â ýòîé ñõåìå Áåðíóëëè p = 12 � (p = P(Ai) � ïàðàìåòð ñõåìû Áåðíóëëè). Ñòðîèìáèíîìèàëüíûé êðèòåðèé äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû�+n = nXi=1 'i; 'i = (1; �i > 00; �i < 0ñ îñíîâíîé ãèïîòåçîé H 0000 : p = 12 .Ïðàêòè÷åñêèé ñîâåò íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè zi âñòðå÷àþòñÿ íóëè: åñëè íóëåé ìíîãî, òî êðèòåðèé íåïðèìåíèì(ïîòîìó ÷òî â ýòîì êðèòåðèè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî P(�i = 0) = 0). Åñëè æå íóëåé ìàëî, òî ïðîñòî âûêèäûâàåì òåèñïûòàíèÿ, â êîòîðûõ zi = 0. 37



6.7. Çàäà÷à ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç(X ;A ;P) � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, x = (x1; : : : ; xn) 2X � âûáîðêà. Ïóñòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ðàç-áèòî íà äâà ïîäñåìåéñòâà: P = P1 tP2. Õîòèì ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ âûáîðà îäíîé èç äâóõ ãèïîòåç: H0:P 2 P0, H1: P 2 P1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî S 2 A è íàçîâ¼ì åãî êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì(êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ) êðèòåðèÿ. Ñàì êðèòåðèé â òåðìèíàõ S �îðìóëèðóåòñÿ òàê: åñëè x 2 S, òî H0 îòêëîíÿ-åòñÿ (H1 ïðèíèìàåòñÿ); åñëè x =2 S, òî H0 ïðèíèìàåòñÿ (H1 îòêëîíÿåòñÿ). Êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîìS íàçûâàåòñÿ S-êðèòåðèåì.Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà � îòêëîíèòü H0, êîãäà îíà âåðíà. Îøèáêà âòîðîãî ðîäà � ïðèíÿòü H0, êîãäà âåðíà H1.Íóæíî ïðèíÿòü ðåøåíèå òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòè îøèáîê áûëè ìèíèìàëüíûìè. (Ïîêà ýòî íå âïîëíå ïîíÿòíî:êàê ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè, åñëè â P0 è P1 ìíîãî ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé?)Ïðèìåð 7.1. P = fP0;P1g � äâà ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, Pi = fPig; i 2 f0; 1g. Ïóñòü çàäàíû ìàëûå ÷èñëà�; � 2 (0; 1). Ïîòðåáóåì P0(S) 6 � è P1( �S) 6 � (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, P0( �S) > 1 � � è P1(S) > 1 � �), òî åñòü÷èñëà � è � îãðàíè÷èâàþò ñâåðõó îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Íóæíî íàéòè òàêîå ìíîæåñòâîS, ÷òîáû ðàçëè÷èòü ðàñïðåäåëåíèÿ P0 è P1.Ïåðåéä¼ì ê ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè:P = fP� j � 2 �g, ïðè÷¼ì ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íû (�0 6= � )P�0 6= P�). � = �0 t�1; H0: � 2 �0, H1: � 2 �1.Ïóñòü äàí êðèòåðèé, çàäàííûé êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì S (S-êðèòåðèé). Òîãäà �óíêöèÿ gS(�) := P�(S) îòïåðåìåííîé � íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ìîùíîñòè S-êðèòåðèÿ. Ïðè � 2 �0 gS(�) = P�(S) åñòü âåðîÿòíîñòü îøèáêèïåðâîãî ðîäà, à äëÿ � 2 �1 âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà âûðàæàåòñÿ òàê: P�( �S) = 1 � P�(S) = 1 � gS(�).sup�2�0 gS(�) � ðàçìåð êðèòåðèÿ. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû sup�2�0 gS(�) 6 �; â ýòîì ñëó÷àå � åñòü óðîâåíü çíà÷èìîñòèêðèòåðèÿ. inf�2�1 gS(�) � ìîùíîñòü êðèòåðèÿ (ìîùíîñòü åñòü íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü àëüòåðíàòèâíóþãèïîòåçó, êîãäà îíà âåðíà). Èäåàëüíîé (íåäîñòèæèìîé) �óíêöèåé ìîùíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîð ìíîæåñòâà �1.Êðèòåðèé ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ïðè ïîìîùè êðèòè÷åñêîé �óíêöèè 'S � èíäèêàòîðà ìíîæåñòâà S. ÒîãäàgS(�) = P�(S) = M�'S(�).Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà èìååò âèä P = P0, ãäå P0 � çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, F (x) = F0(x) èëè � = �0; F0 è �0 èçâåñòíû), ò.å. ðå÷ü èä¼ò î êîíêðåòíîì ðàñïðåäåëåíèèâåðîÿòíîñòåé. Îñòàëüíûå ãèïîòåçû � ñëîæíûå.6.7.1. Ñðàâíåíèå äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. Òåîðåìà Íåéìàíà �ÏèðñîíàÏóñòü � = f�0; �1g � R, �0 < �1. H0: � = �0, H1: � = �1. P�0(S) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (ðàçìåðêðèòåðèÿ). P�1( �S) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà; 1� P�1( �S) = P�1(S) � ìîùíîñòü êðèòåðèÿ.Ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ. Çàäàäèì � 2 (0; 1) � óðîâåíü çíà÷èìîñòè (îãðàíè÷èòåëü ðàçìåðà êðèòåðèÿ). �àñ-ñìîòðèì âñå êðèòåðèè (êðèòè÷åñêèå �óíêöèè) 'S(x) ñ M�0'S(�) = � (åñëè P�0 � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå,òî òàêîãî S ìîæåò è íå íàéòèñü � òîãäà òðåáóåì 6 � èëè ïðèìåíÿåì ðàíäîìèçàöèþ � ñì. íèæå). Ñðåäè ýòèõêðèòåðèåâ âûäåëÿåì 'S� = '�S � òàêîé, ÷òî M�1'�S(�) = sup'S :�=M�0'S(�)M�1'S(�) (â îáùåì ñëó÷àå áåð¼ì sup ïî� 2 �1) � åñëè òàêîé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò, òî ýòî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè �.�àíäîìèçèðîâàííûå êðèòåðèè. �àñøèðèì ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ êðèòåðèåâ. Ïóñòü '(x) � ïðî-èçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç [0; 1℄ (íå îáÿçàòåëüíî èíäèêàòîð). Åñëè '(x) = 1, òî H0 îòêëî-íÿåòñÿ, åñëè '(x) = 0, òî H0 ïðèíèìàåòñÿ, à âîò åñëè 0 < '(x) < 1, òî áðîñàåòñÿ æóëüíè÷åñêàÿ ìîíåòêà è H0îòêëîíÿåòñÿ â âåðîÿòíîñòüþ '(x). Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ðàíäîìèçàöèåé, à ñàì êðèòåðèé � ðàíäîìèçè-ðîâàííûì. (Áðîñàíèå ìîíåòêè � âñïîìîãàòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.) Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿçàäà¼òñÿ �îðìóëîé: g(�) = M�'(�).Òåîðåìà 6.2 (òåîðåìà Íåéìàíà �Ïèðñîíà; �óíäàìåíòàëüíàÿ ëåììà). Ïóñòü P = fP� j � 2 �g,� = f�0; �1g � R, �0 < �1; ñåìåéñòâîP àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìåðû (íàïðèìåð, ìåðûËåáåãà â Rn), ò.å. ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü p�(x) = L(�;x) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ; Li(x) = L(�i;x); i 2 f0; 1g.Ïóñòü p�(x) > 0 (äëÿ âñåõ x 2 R; � 2 �). H0: � = �0, H1: � = �1. Çàäàíî � 2 (0; 1) � óðîâåíü çíà÷èìîñòè(âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà).Òîãäà êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé �óíêöèåé'�(x) = 8><>:1; L1(x) > 
�L2(x);"�; L1(x) = 
�L2(x);0; L1(x) < 
�L2(x);ãäå 
� è "� îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ M�0'�(�) = �, òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé �óíêöèè ' ñ M�0'(�) =� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî M�1'�(�) > M�1'(�) (ò.å. ýòîò êðèòåðèé îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòüþñðåäè êðèòåðèåâ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè �). 38



� Ñíà÷àëà íàéä¼ì 
� è "�. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(
) = P�0fL1(�) > 
L0(�)g, 
 2 [0;+1). f � íåâîçðàñòà-þùàÿ �óíêöèÿ f(0) = 1, f(+1) = 0 (ïîñëåäíÿÿ çàïèñü ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë). 1� f(
) = P�0 �L1(�)L2(�) 6 
� ��óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ (îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ) � íåóáûâà-þùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà �óíêöèÿ.Ïîëîæèì 
� = minf
 j f(
) 6 � < f(
� 0)g (åñëè 
� � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , òî f(
�) = �). Îïðåäåëèì "�:"� = 8<:0; åñëè 
� � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f (f(
�) = f(
� � 0));�� f(
�)f(
� � 0)� f(
�) â èíîì ñëó÷àå.Êðèòåðèé îïðåäåë¼í. Áóäåì äîêàçûâàòü åãî ñâîéñòâà.M�0'�(�) = ZX '�(x)p�0(x) dx = ZfxjL1(x)>
�L0(x)g p�0(x) dx + "� ZfxjL1(x)=
�L0(x)g p�0(x) dx ==8<:f(
�) = �; åñëè 
� � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f;f(
�) + �� f(
�)f(
� � 0)� f(
�) (f(
� � 0)� f(
�)) = � â èíîì ñëó÷àå.Èòàê, îøèáêà ïåðâîãî ðîäà ðàâíà �.Òåïåðü âîçüì¼ì ëþáîé äðóãîé êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé �óíêöèåé ' ñ óñëîâèåì M�0'(�) = �. Ïîêàæåì, ÷òîM�1'�(�) > M�1'(�). X + := fx 2 X j '�(x) � '(x) > 0g, X � := fx 2 X j '�(x) � '(x) < 0g. X = X + tX �.Äëÿ âñåõ x 2 X + èìååì, ÷òî '�(x) � '(x) > 0 ) '�(x) > '(x) > 0 ) '�(x) > 0 ) L1(x) > 
�L0(x), îòêóäà('�(x) � '(x))(p�1 (x) � 
�p�0(x)) > 0. Åñëè æå x 2 X �, òî '�(x) � '(x) < 0, îòêóäà '�(x) < 1, òî åñòü L1(x) 6
�L0(x), è îïÿòü ('�(x)� '(x))(p�1 (x) � 
�p�0(x)) > 0. ÏîýòîìóM�1('�(�)� '(�)) = ZX ('�(x) � '(x))p�1(x) dx = ZX ('� � ')(p�1(x)� 
�p�0(x)| {z }âû÷ëè íóëåâîé èíòåãðàë) dx > 0:� Åñëè P�0(S) 6 P�1(S), òî S-êðèòåðèé íàçûâàåòñÿ íåñìåù¼ííûì. Òåîðåìà Íåéìàíà �Ïèðñîíà äà¼ò íàèáîëååìîùíûé êðèòåðèé, êîòîðûé ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííûì.
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