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�®¤¥«¼ � «¼° ±  ¨

ª®ª³°¥²®¥

° ¢®¢¥±¨¥

1 �¢¥¤¥¨¥

�«¥¤³¾¹¨© ° §¤¥«  ¸¨µ «¥ª¶¨© ¯®±¢¿¹¥ ²¥®°¥¬ ¬ ® ¥¯®¤¢¨¦»µ
²®·ª µ ®¤®§ ·»µ ¨ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨© ¨ ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ½²¨µ
²¥®°¥¬ ¢ ½ª®®¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨. �®¿±¨¬, £¤¥ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ½ª®-
®¬¨ª¥ ¢®§¨ª ¾² ¯°®¡«¥¬», ª®²®°»¥ ¬®¦® °¥¸¨²¼ ± ¯°¨¬¥¥¨¥¬
½²¨µ ²¥®°¥¬.

� ±±¬®²°¨¬ ®¡¹³¾ ¬®¤¥«¼ ½ª®®¬¨ª¨ ± ¯°®¨§¢®¤±²¢®¬ ¨ · ±²®©
±®¡±²¢¥®±²¼¾, ¡¥°³¹³¾ ±¢®¥  · «® ®² � «¼° ± , ¨ ¯®«³·¨¢¸³¾ ° §-
¢¨²¨¥ ¢ ¡®«¥¥ ¯®§¤¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ. �» ³¦¥ ®¡° ¹ «¨±¼ ª ½²®© ¬®-
¤¥«¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨¿µ, ¯®½²®¬³ ¢ª° ²¶¥  ¯®¬¨¬ ®±®¢»¥ ¯®-
¿²¨¿, ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ ¥¥ ° ¬ª µ.

�ª®®¬¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ®¡¹¥±²¢  ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±®±²®¿¹¥© ¨§
¤¢³µ ±¥ª²®°®¢: ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®°  ¨ ±¥ª²®°  ¯®²°¥¡«¥¨¿.
�¥ª²®° ¯®²°¥¡«¥¨¿ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ
¨¤¨¢¨¤³³¬®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ®¡¹¥±²¢®,   ² ª¦¥ ³·°¥¦¤¥¨©, ¥ ³· ±²-
¢³¾¹¨µ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥. �°®¨§¢®¤±²¢¥»© ±¥ª²®°

±®±²®¨² ¨§ ®²¤¥«¼»µ ®²° ±«¥©, ¢»±²³¯ ¾¹¨µ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°®¨§¢®¤¨²¥-
«¥©. �¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ®¡º¥ª² ¬®¦¥² ´¨£³°¨°®¢ ²¼ ¨ ª ª ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼,
¨ ª ª ¯®²°¥¡¨²¥«¼.

�®¢ °» ² ª¦¥ ¨¬¥¾² ¤¢®¿ª¨© µ ° ª²¥°. �¤  £°³¯¯  ²®¢ °®¢, ª®-
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�¨±. 12.1:

²®°»¥ ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯°®¤³ª² ¬¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢ , µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿
²¥¬, ·²® ª ¦¤»© ¨§ ¨µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥ ¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®¬
±¥ª²®°¥: ¬¥² ««, ¬ ¸¨», ½«¥ª²°®½¥°£¨¿ ¨ ².¤. �°³£ ¿ £°³¯¯  ²®¢ -

°®¢,  §»¢ ¥¬ ¿ ¯¥°¢¨·»¬¨ ´ ª²®° ¬¨, ±®±²®¨² ¨§ ² ª¨µ ²®¢ °®¢,
ª®²®°»¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¬ ±¥ª²®°®¬ ¥ ¢»¯³±ª ¾²±¿: ²°³¤, §¥¬«¿ ¨
².¯.

�¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°» ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥®±²¼¾ ¯®²°¥¡¨²¥«¥©, ª®-
²®°»¥ ¨µ ¯°®¤ ¾² ± ¶¥«¼¾ ¯°¨®¡°¥²¥¨¿ ¯°®¤³ª²®¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢ .

�®²°¥¡¨²¥«¼,  µ®¤¿±¼ ¢ ° ¬ª µ ¡¾¤¦¥²»µ ®£° ¨·¥¨©, ±² ° -
¥²±¿ ¯®«³·¨²¼ ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ³¤®¢«¥²¢®°¥¨¥ ®² ¢»¡¨° ¥¬®£® ¨¬  ±±®°-
²¨¬¥²  ²®¢ °®¢.

�®¢¥¤¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±²°¥¬«¥¨¥¬ ¬ ª±¨¬¨-

§¨°®¢ ²¼ ¯°¨¡»«¼ ®² ¯°®¨§¢®¤±²¢ , ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ° §®±²¼¾ ¤®µ®¤  ®²
¯°®¤ ¦¨ ¯°®¨§¢¥¤¥»µ ¯°®¤³ª²®¢ ¨ § ²° ²   ¯°¨®¡°¥²¥¨¥ ¯¥°¢¨·-
»µ ´ ª²®°®¢ ¨ ¤°³£¨µ ¯°®¤³ª²®¢   ®±³¹¥±²¢«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢ .
�¯¨±  ¿ ±²°³ª²³°  ±µ¥¬ ²¨·® ¯°¥¤±² ¢«¥    °¨±. 12.1.

�² ª, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ª ¦¤»© ¨§ ³· ±²¨ª®¢ ½ª®®¬¨ª¨ ¬ ª-
±¨¬¨§¨°³¥² ¥ª®²®°³¾ ¢¥«¨·¨³ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ®£° ¨·¥¨¿µ, ¯°¨-
·¥¬ ¨ ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ ®£° ¨·¥¨¿ § ¢¨±¿² ®² ¶¥   ²®¢ °» ¨ ¯¥°-
¢¨·»¥ ´ ª²®°» ¢  ¸¥© ±¨±²¥¬¥. �®«¥¥ ²®£®, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ª -
¦¤»© ³· ±²¨ª ½ª®®¬¨ª¨ ¯ ±±¨¢® ¯°¨¥¬«¥² ±³¹¥±²¢³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³
¶¥, ¥ ¯»² ¿±¼   ¥¥ ¢«¨¿²¼ (·²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°¨
 «¨·¨¨,  ¯°¨¬¥°, ¬®®¯®«¨©).

�¥»   ¯°®¤³ª²» ¨ ¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°»  §»¢ ¾²±¿ ° ¢®¢¥±-

»¬¨, ¥±«¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¨, ¤¥©±²¢³¾¹¨¥  ¨«³·¸¨¬
¤«¿ ±¥¡¿ ®¡° §®¬, ±®®¡° §³¿±¼ ¯°¨ ½²®¬ ± ¡¾¤¦¥²»¬¨ ®£° ¨·¥¨-
¿¬¨, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾² ² ª®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¢¥¹¥©, ª®£¤  ±¯°®±   ª ¦¤»©
¯°®¤³ª² ¨ ´ ª²®° ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¥£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿.

�±®¢®© ¢®¯°®± ¢ ®¡¹¥© ¬®¤¥«¨ ½ª®®¬¨ª¨ | ±³¹¥±²¢³¾² «¨ ° ¢-
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®¢¥±»¥ ¶¥» | ¦¤ « ±¢®¥£® °¥¸¥¨¿ ¡®«¥¥ ¯®«³¢¥ª , ¨ ®²¢¥²  
¥£® ¡»« ¯®«³·¥ «¨¸¼ ¢ ¯®±«¥¤¨¥ 40 «¥². �¨¦¥ ¬» ¨§«®¦¨¬   ´®°-
¬ «¼®¬ ¿§»ª¥ ¬®¤¥«¼ � «¼° ±  ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¥¥ ° §®¢¨¤®±²¨
¯°¨ ° §«¨·»µ ®£° ¨·¥¨¿µ   ±®±² ¢»¥ ª®¬¯®¥²» ¬®¤¥«¨. �¥°-
¢ ¿ ¨§ ¨µ, ¯°¥¤«®¦¥ ¿ � ±±¥«¥¬, ¡«¨§ª  ª ¬®¤¥«¨, ° ±±¬®²°¥®©
� «¼¤®¬. �²®° ¿,  ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥±² ¿ ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿, | ½²® ¬®-
¤¥«¼ �°°®³{�¥¡°¥. �«¿ ¨µ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ±³¹¥-
±²¢¥® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²¥®°¥¬  � ª³² ¨, ®¡®¡¹ ¾¹ ¿ ²¥®°¥¬³ �° ³-
½°  ® ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ®¤®§ ·®£® ®²®¡° ¦¥¨¿   ±«³· © ¬®£®-
§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©. �®½²®¬³ ¯«   ¸¨µ ¡«¨¦ ©¸¨µ «¥ª¶¨© ² ª®¢.

� · «  ¬» ¤ ¤¨¬ ´®°¬ «¼®¥ ®¯¨± ¨¥ ¬®¤¥«¨ � «¼° ±  ¨ ° ¢-
®¢¥±»µ ¶¥, ²¥¬ ± ¬»¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ¢ ®±®¢³¾ § ¤ ·³, § ²¥¬ ¬»
ª®±¥¬±¿ ®±®¢ ²¥®°¨¨ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ®¤®§ ·»µ ´³ª¶¨© ¨, ¢
· ±²®±²¨, ±´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥®°¥¬³ �° ³½° , ª®²®°³¾ ¤®ª ¦¥¬ ¢ ¯°®-
±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥. �®±«¥ ¬»  ¯®¬¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®£®§ ·»µ ®²®-
¡° ¦¥¨© ¨ ±´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥®°¥¬³ � ª³² ¨, ¨,  ª®¥¶, ¯°¨¬¥¨¬
° §° ¡®² ³¾ ²¥µ¨ª³ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢
¬®¤¥«¿µ � «¼¤ {� ±±¥«¿ ¨ �°°®³{�¥¡°¥.

2 �®¤¥«¼ � «¼° ± 

� ¯®¬¨¬, ·²® ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ½ª®®¬¨·¥±ª®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ³· ±²¨ª®¢
½ª®®¬¨ª¨ ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¯°®±²° ±²¢® ²®¢ °®¢Rn, ¢ ª®²®°®¬ ¯® i-®©
®±¨ ®²ª« ¤»¢ ¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢® i-®£® ¨§ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ²®¢ °®¢ (¯°¥¤¯®« -
£ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ²®¢ °  ¢»¡°   ¥ª®²®° ¿ ¥¤¨¨¶  ¨§¬¥°¥¨¿
¥£® ª®«¨·¥±²¢ ). �«¥¬¥²» ¯°®±²° ±²¢  ²®¢ °®¢ ¬»  §»¢ «¨ ¯®²°¥-
¡¨²¥«¼±ª¨¬¨  ¡®° ¬¨.

� «¥¥,  ¯®¬¨¬, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬
¬®¦¥±²¢® X � R

n ¢±¥µ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨µ  ¡®°®¢, ¤®±²³¯»µ ¤ -
®¬³ ¯®²°¥¡¨²¥«¾ ¨ ¯°¨£®¤»µ ¤«¿ ¥£®. �²® ¬®¦¥±²¢® X ¬»  §»-
¢ «¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ¯®²°¥¡«¥¨¿ ¨«¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬.
�  ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ¬» ®¯°¥¤¥«¿«¨ ´³ª¶¨¾ ¯®«¥§®±²¨,
¢»° ¦ ¾¹³¾ ¯°¥¤¯®·²¥¨¥ ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ®¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£®  -
¡®°  ¯¥°¥¤ ¤°³£¨¬: ·¥¬ ¡®«¼¸¥ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¯®«¥§®±²¨, ²¥¬
¢»¸¥ ¯°¥¤¯®·²¥¨¥ ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ¤ ®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£®  ¡®° .
�°®¬¥ ²®£®, ³ ª ¦¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ¯°¥¤¯®« £ «±¿ ¥ª®²®°»© ¤®µ®¤,
¢»° ¦ ¾¹¨©±¿ ¢  «¨·¨¨ ³ ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ª ¯¨² «  K(p), § ¢¨±¿¹¥£®,
¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®² ±«®¦¨¢¸¥©±¿ ±¨±²¥¬» ¶¥. �» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼,
·²® ´³ª¶¨¿ ¤®µ®¤  ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨§ ¤¢³µ ª®¬¯®¥²: ®² ¯°®¤ ¦¨ ¯®-
²°¥¡¨²¥«¥¬  · «¼®£® § ¯ ±  ²®¢ °®¢ b, ±²®¨¬®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢ 
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hp; bi (¯°¨ ¶¥ µ p), ¨ ¥ª®²®°®£® ¤®µ®¤  I(p), ¢®§¨ª ¾¹¥£®, ±ª ¦¥¬,
¢ °¥§³«¼² ²¥ ³· ±²¨¿ ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ¢ ¤®µ®¤ µ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª-
²®° . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬: K(p) = hb; pi+ I(p);

�® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®¬³ ¬®¦¥±²¢³ X � Rn, ´³ª¶¨¨ ¯®«¥§®±²¨ u(x)
¨ ´³ª¶¨¨ ¤®µ®¤  K(p) ¬» ±²°®¨«¨ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥,  §»-
¢ ¥¬®¥ ´³ª¶¨¥© ±¯°®±  �(p), ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
B(p) ¡¾¤¦¥²®¥ ¬®¦¥±²¢® fx 2 X j hp; xi � K(p)g, ².¥. ¬®¦¥±²¢®
¢±¥¢®§¬®¦»µ  ¡®°®¢ ²®¢ °®¢, ¤®±²³¯»µ ¯®²°¥¡¨²¥«¾ ¯°¨ ¶¥ µ p.
�®£¤ 

�(p) = fx 2 B(p) j u(x) = max
x02B(p)

u(x0)g:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, �(p) | ½²® ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£® ¬®¦¥-
±²¢  X, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ²®¢ °»µ  ¡®°®¢, ª®²®°»¥  ¨¡®«¥¥ ¯®¤-
µ®¤¿² ¯®²°¥¡¨²¥«¾ ¯°¨ § ¤ »µ ¡¾¤¦¥²»µ ®£° ¨·¥¨¿µ.

�² ª, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢  ¸¥© ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¥²±¿ l ¯®²°¥¡¨²¥«¥©,
¯°¨·¥¬ i-»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿:

� ±¢®¨¬ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ Xi � Rn;

� ´³ª¶¨¥© ¤®µ®¤ Ki(p) = hbi; pi+Ii(p), § ¢¨±¿¹¥© ®² ±¨±²¥¬» ¶¥
p 2 Rn   ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ²®¢ °» ¨ ±ª« ¤»¢ ¾¹¥©±¿ ¨§ ¤®µ®¤®¢ ®²
¯°®¤ ¦¨  · «¼®£® § ¯ ±  ²®¢ °®¢ bi, ¨ ¤®µ®¤  Ii(p) ®² ³· ±²¨¿
¢ ¤®µ®¤ µ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®° ;

� ´³ª¶¨¥© ±¯°®±  �i(p), ² ª¦¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² ±¨±²¥¬» ¶¥ p.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±²°³ª²³°³ ¯°®¨§¢®¤±²¢ . �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ª -
¦¤®¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢® µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±¢®¨²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬

Y � Rn, ².¥. ¬®¦¥±²¢®¬ ²¥µ ²®¢ °®¢, ª®²®°»¥ ®® ¬®¦¥² ¯°®¨§¢¥±²¨
(¬®¦¥±²¢®¬ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ¯« ®¢). � «¥¥, ¯®±²°®¨¬ ¯® ¬®¦¥-
±²¢³ Y ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥,  §»¢ ¥¬®¥ ´³ª¶¨¥© ¯°¥¤«®¦¥¨¿

	(p), ¨§ ¯°®±²° ±²¢  ¶¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢® ²®¢ °®¢:

	(p) = fy 2 Y j hp; yi = max
y02Y

hp; y0ig:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, 	(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®£® ¬®-
¦¥±²¢ , ±®±²®¿¹¨¬ ¨§ ²¥µ ²®¢ °»µ  ¡®°®¢, ª®²®°»¥ ¯°¨ ¶¥ µ p

 ¨¡®«¥¥ ¢»£®¤® ¯°®¨§¢®¤¨²¼ (¨µ ¬®¦® ¯°®¤ ²¼ ¯® ¬ ª±¨¬ «¼®©
¶¥¥).

�² ª, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¨¬¥¥²±¿ m ¯°®¨§¢®¤±²¢, ¯°¨·¥¬ i-®¥
¯°®¨§¢®¤±²¢® µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ Yi � Rl

¨ ´³ª¶¨¥© ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 	i(p).

�²®¡» ®¯¨± ²¼ ±¨±²¥¬³ ¢ ¶¥«®¬, ¬» ¢¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡º¥ª²».
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�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¢®ª³¯»¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ Y ¬»  -
§»¢ ¥¬ ¬®¦¥±²¢®

mX
i=1

Yi = fy 2 Rn j y =
mX
i=1

yi; yi 2 Yig;

  ´³ª¶¨¥© 	0(p) ±®¢®ª³¯®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª-

²®°  | ´³ª¶¨¾
Pm

i=1	i(p).

�²®¡» ®¡®±®¢ ²¼ ª®°°¥ª²®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ª ±®¢®ª³¯»¬ ®¡º¥ª² ¬,
¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 12.1 �³±²¼ 	�0(p) | ¬®¦¥±²¢® ¯« ®¢, ®¯²¨¬ «¼-

»µ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¢±¥£® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®° , ².¥.

	�0(p) = fy 2 Y j hp; yi = max
y02Y

hp; y0ig:

�®£¤  	�0(p) =
Pm

i=1	i(p) = 	0(p). �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯« », ®¯²¨-

¬ «¼»¥ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¢±¥£® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®° , ®¯²¨¬ «¼»

¨ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ®²¤¥«¼®£® ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ y 2 	�0(p), ²®£¤  y =
Pm

i=1 yi,
£¤¥ yi 2 Yi. �®ª ¦¥¬, ·²® yi 2 	i(p), ².¥. 	

�
0(p) �

Pm
i=1	i(p).

�«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ;m ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ y0i 2 	i(p). �¬¥¥¬:

hp; yi = hp;
mX
i=1

yii =
mX
i=1

hp; yii �
mX
i=1

hp; y0ii = hp;
mX
i=1

y
0
ii � hp; yi;

¯®½²®¬³
Pm

i=1hp; yii =
Pm

i=1hp; y0ii, ¨ ² ª ª ª ¤«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ;m
¢»¯®«¿¥²±¿ hp; yii � hp; y0ii, ¨¬¥¥¬: hp; yii = hp; y0ii, ².¥. yi 2 	i(p).

�¡° ²®, ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ yi 2 	i(p), ¨ ¯®«®¦¨¬ y =
Pm

i=1 yi.
�®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® y0 2 Y , y0 =

Pm

i=1 y
0
i, £¤¥ y

0
i 2 Yi, ¢»¯®«¿¥²±¿

hp; y0i =
nX
i=1

hp; y0ii �
nX
i=1

hp; yii = hp; yi;

¯®½²®¬³ y 2 	�0(p), ¨, § ·¨²,
Pm

i=1	i(p) � 	�0(p). �°¥¤«®¦¥¨¥ ¯®«-
®±²¼¾ ¤®ª § ®.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¬®¦¥¬ µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ¢¥±¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥-
»© ±¥ª²®° ±®¢®ª³¯»¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬ Y ¨ ´³ª¶¨¥©
±®¢®ª³¯®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 	0(p), § ¡»¢ ®¡ ®²¤¥«¼»µ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¿µ.
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� «¥¥, ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢¥±¼ ¤®µ®¤ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª-
²®° , ².¥. ¢¥«¨·¨  hp; yi ¤«¿ «¾¡®£® y 2 	0(p), ¤¥«¨²±¿ ¬¥¦¤³ ¯®²°¥-
¡¨²¥«¿¬¨:

hp; yi =
lX

j=1

Ij(p); y 2 	0(p):

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¡®° (y�1 ; : : : ; y
�
m; x

�
1; : : : ; x

�
1; p

�) ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¢¥ª-
²®°®¢  §»¢ ¥²±¿ ª®ª³°¥²»¬ ° ¢®¢¥±¨¥¬, ¥±«¨

y
�
k 2 	k(p

�); k = 1; : : : ;m;

(¤¥©±²¢¨¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¿ ®¯²¨¬ «¼»)

(12.1)

x
�
i 2 �i(p

�); i = 1; : : : ; l;

(¤¥©±²¢¨¿ ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ®¯²¨¬ «¼»)

(12.2)

  ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿ ¡ « ±  ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿:

lX
i=1

x
�
i �

mX
k=1

y
�
k +

lX
i=1

bi;

(±¯°®± ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¿)

(12.3)

D
p
�
;

lX
i=1

x
�
i ;

E
=
D
p
�
;

mX
k=1

y
�
k +

lX
i=1

bi

E
:

(±²®¨¬®±²¨ ª³¯«¥»µ ¨ ¯°®¤ »µ ²®¢ °®¢ ° ¢»)

(12.4)

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥ª²®° p
� | ª®¬¯®¥²  ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿

|  §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ ° ¢®¢¥±»µ ¶¥.

�·¨²»¢ ¿, ·²® ¢  ¸¥© ±¨±²¥¬¥ ¯°®¤ ¾² ²®¢ °» ¥ ²®«¼ª® ¯°®¨§-
¢®¤¨²¥«¨, ® ¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¨ (i-»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¯°®¤ ¥² ²®¢ °»©  -
¡®° bi, ±¬. ¢»¸¥), ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ ±®¢®ª³¯®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 	(p)
ª ª ±³¬¬³ ´³ª¶¨¨ 	0(p) ±®¢®ª³¯®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥-

®£® ±¥ª²®°  ¨ ¢¥ª²®°  b =
Pl

i=1 bi, ³·¨²»¢ ¾¹¥£® ±®¢®ª³¯³¾ ¯°®-

¤ ¦³ ²®¢ °»µ § ¯ ±®¢ ¢±¥¬¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¿¬¨:

	(p) = b+

mX
k=1

	k(p); b =

lX
i=1

bi:

�°®¬¥ ²®£®, ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ �(p) ±®¢®ª³¯®£® ±¯°®±  ª ª ±³¬¬³
´³ª¶¨© ±¯°®±  ®²¤¥«¼»µ ¯®²°¥¡¨²¥«¥©:

�(p) =

lX
i=1

�i(p):
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�±®, ·²® ¬®¦¥±²¢®¬ § ·¥¨© ¬®£®§ ·®£® ®²®¡° ¦¥¨¿	(p) ¿¢«¿-

¥²±¿ ±®¢®ª³¯®¥ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® X =
Pl

i=1Xi.
�²¬¥²¨¬, ·²® ´³ª¶¨¨ �(p) ¨ 	(p) ±¢¿§ » ¥±²¥±²¢¥»¬ ±®®²®-

¸¥¨¥¬.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 12.2 �«¿ «¾¡»µ x 2 �(p) ¨ y 2 	(p) ¨¬¥¥¬:

hp; xi � hp; yi:(12.5)

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ±²®¨¬®±²®¬ ¢»° ¦¥¨¨, ±¯°®± ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² ¯°¥¤-

«®¦¥¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»© x 2 �(p) ¨

¯°¥¤±² ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ x =
Pl

i=1 xi, £¤¥ xi 2 �i(p). �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾
´³ª¶¨¨ �i(p), ¨¬¥¥¬: xi 2 Bi(p) = fx0 2 Xi j hp; x0i � Ki(p)g, £¤¥
Ki(p) = bi + Ii(p), ¯®½²®¬³ hp; xii � hp; bii + Ii(p). �³¬¬¨°³¿ ¯® i,

¯®«³· ¥¬

hp; xi � hp; bi+
lX

i=1

Ii(p):

� ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨ y 2 	(p), ²®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, y = b+
Pm

k=1 yk,
£¤¥ yk 2 	k(p). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ y0 ±³¬¬³

Pm

k=1 yk. �® ¯°¥¤«®¦¥-
¨¾ 12.1, y0 2 	0(p), ¨, ¢ ±¨«³  ¸¥£® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿, ·²® ¢¥±¼ ¤®-
µ®¤ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®°  ¤¥«¨²±¿ ¬¥¦¤³ ¯®²°¥¡¨²¥«¿¬¨, ¨¬¥¥¬:Pl

i=1 Ii(p) = hp; y0i. �²±¾¤  § ª«¾· ¥¬, ·²® hp; yi = hp; bi+
Pl

i=1 Ii(p).
�°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®®²®¸¥¨¥ (12.5)  §»¢ ¥²±¿ § ª®®¬ � «¼° ±  ¢

¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥ ±«®¢ . �±«¨ ¢ ±®®²®¸¥¨¨ (12.5) § ¬¥¨²¼ ¥° -
¢¥±²¢®   ° ¢¥±²¢®, ²® ¬» ¯®«³·¨¬ § ª® � «¼° ±  ¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥

±«®¢ .

�´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ²¥°-
¬¨ µ ´³ª¶¨© ±®¢®ª³¯®£® ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¡®° (y�; x�; p�)  §»¢ ¥²±¿ ª®ª³°¥²»¬ ° ¢®¢¥-

±¨¥¬, ¥±«¨

y
� 2 	(p);(12.6)

x
� 2 �(p);(12.7)

x
� � y

�
;(12.8)

hp�; x�i = hp�; y�i:(12.9)
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� «¥¥, ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ®¤®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©, ±´®°¬³-
«¨°³¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ �° ³½° , § ²¥¬ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¬®£®§ ·»¬
®²®¡° ¦¥¨¿¬ ¨ ²¥®°¥¬¥ � ª³² ¨, ¨,  ª®¥¶, ° ±±ª ¦¥¬, ª ª ¯°¨-
¬¥¿¾²±¿ ½²¨ ²¥®°¥¬» ¢ ½ª®®¬¨ª¥.



�¥ª¶¨¿ 13

�¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨

®¤®§ ·»µ ¨

¬®£®§ ·»µ

®²®¡° ¦¥¨©

1 �¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨

�  ±²®¿¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ®±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ¥¯®-
¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ®²®¡° ¦¥¨© ¨ ¯°®¨««¾±²°¨°³¥¬   ¯°¨¬¥° µ ¥ª®²®-
°»¥ ¯°¨«®¦¥¨¿ ½²¨µ ½²¨µ ¯®¿²¨©.

�³±²¼ X | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢®, ¨ f : X ! X | ¥ª®²®°®¥
®²®¡° ¦¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  X ¢ ±¥¡¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®·ª  x0 2 X  §»¢ ¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© ¤«¿

®²®¡° ¦¥¨¿ f , ¥±«¨ f(x0) = x0.

�°¨¬¥° (� ¤ · , ±¢¿§  ¿ ± °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨©). �³±²¼ F :
R
n! R

n | ¥ª®²®°®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ F (x) = 0.
�¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¬®¦® ±¢¥±²¨ ª  µ®¦¤¥¨¾ ¥¯®¤¢¨¦®©
²®·ª¨, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ F   ®²®¡° ¦¥¨¥ G, ² ª®¥ ·²®
G(x) = F (x) + x.

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ x0 | °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ F (x) = 0, ².¥. F (x0) =
0, ²® x0 | ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿G, ² ª ª ª G(x0) = F (x0)+
x0 = x0. � ±±³¦¤¥¨¿ ¢ ®¡° ²³¾ ±²®°®³ ¯®«®±²¼¾   «®£¨·».
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�¨±. 13.1: �®¨±ª ° ¢®¢¥±®© ¶¥»

�°¨¬¥° (� ¤ ·   µ®¦¤¥¨¿ ° ¢®¢¥±»µ ¶¥). �³±²¼   °»ª¥
¨¬¥¥²±¿ ²®¢ °, q | ª®«¨·¥±²¢® ½²®£® ²®¢ ° , ¨ p | ¥£® ¶¥ . �¡®§ -
·¨¬ ·¥°¥§ p = s(q) ´³ª¶¨¾ ¯°¥¤«®¦¥¨¿,   ·¥°¥§ p = d(q) | ´³ª-

¶¨¾ ±¯°®± . �°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ² ª®¥ ª®«¨·¥±²¢® ²®¢ °  q0, ¯°¨ ª®²®°®¬
¶¥ , ª®²®°³¾ £®²®¢ ¯« ²¨²¼ ¯®²°¥¡¨²¥«¼, ².¥. d(q0), ±®¢¯ ¤ «  ¡» ±
¶¥®©, ª®²®°³¾  § · ¥² ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼, ².¥. ± s(q0). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨,
²°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ £° ´¨ª®¢ ´³ª¶¨© s ¨ d. � ° ª-
²¥°»¥ £° ´¨ª¨ ¯°¨¢¥¤¥»   °¨±. 13.1.

�²  § ¤ ·  ¥±²¥±²¢¥® ±¢®¤¨²±¿ ª °¥¸¥¨¾ ³° ¢¥¨¿ s(q)�d(q) =
0. � ª ¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1, ±¢®¤¨¬ °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ª  µ®¦¤¥¨¾
¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨ ´³ª¶¨¨ g(q) = d(q) � s(q) + q. �² ª, ¬» ¬®¦¥¬
±²°®¨²¼ ° §»¥ ¬®¤¥«¨ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ° ¢®¢¥±®£® ±®±²®¿¨© °»ª 
¨, ¨±¯®«¼§³¿ ¯®ª § »© ¢»¸¥ ¬¥²®¤, ° §°¥¸ ²¼ ¨µ.

�°¨¬¥° (� ¤ ·  °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©).

�³±²¼ ¤   ±¨±²¥¬  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ± § ¤ »¬  · «¼-
»¬ ³±«®¢¨¥¬: (

_x = f(x; t)

x(t0) = x0

x 2 Rn(13.1)

� ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ²®°

A : x(t) 7! x0 +

Z t

t0

f(x(s); s) ds;

¤¥©±²¢³¾¹¨©   ¯°®±²° ±²¢¥ ¢±¥µ ¥¯°¥°»¢»µ Rn-§ ·»µ ´³ª-
¶¨© C[a; b], ®¯°¥¤¥«¥»µ   ®²°¥§ª¥ [a; b]. �²®² ®¯¥° ²®°  §»¢ ¥²±¿
®¯¥° ²®°®¬ �¨ª ° .
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�³ª¶¨¿ x(t) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» 13.1 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®-
£¤ , ª®£¤  x(t) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© ®¯¥° ²®°  �¨ª ° . �¥©-
±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ x(t) | ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ¤«¿ ®¯¥° ²®°  �¨ª ° , ²®
¢»¯®«¿¥²±¿

x(t) = x0 +

Z t

t0

f(x(s); s) ds:(13.2)

�®½²®¬³ x(t0) = x0 ¨, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ³° ¢¥¨¥ 13.2 ¯® t, ¯®«³· ¥¬
_x(t) = f(x(t); t), ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®¡° ²³¾ ±²®-
°®³ ¯®«³· ¥²±¿   «®£¨·®.

�¡®¡¹¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨. �³±²¼ X | ¯°®¨§¢®«¼-
®¥ ¬®¦¥±²¢®, ¨ f : X ! X | ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬®¦¥±²¢  X ¢ ±¥¡¿.
� ±±¬®²°¨¬ n-³¾ ¨²¥° ¶¨¾ f

n ®²®¡° ¦¥¨¿ f :

f
n(x) = f(f(f(� � � f| {z }

n ° §

(x) � � � )))

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®·ª  x0 2 X  §»¢ ¥²±¿ ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¤«¿ ®²®¡° ¦¥-

¨¿ f , ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¶¥«®£® n > 0 ¨¬¥¥¬: fn(x0) = x0. � ¦¤®¥
² ª®¥ n  §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¨®¤®¬.

�°¨¬¥°. �³±²¼ f : S1 ! S
1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢®°®²®¬ ±² ¤ °²®© ®ª°³¦-

®±²¨ S
1   ³£®« �=4. �®£¤  «¾¡ ¿ ²®·ª  x0 2 S

1 ¿¢«¿¥²±¿ ¶¨ª«¨·¥-
±ª®©,    ¨¬¥¼¸¨© ¯¥°¨®¤ ° ¢¥ 8.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¤¬®¦¥±²¢® Y � X  §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢®¬ ®²®¡° ¦¥¨¿ f , ¥±«¨ f(Y ) � Y , ².¥. ¤«¿ «¾¡®£® y 2 Y

¢»¯®«¿¥²±¿ f(y) 2 Y .

�°¨¢¨ «¼»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¢±¥
¬®¦¥±²¢® X.

�°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : S1 ! S
1, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¯®¢®°®-

²®¬   ³£®« �=�, £¤¥ � | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¨°° ¶¨® «¼®¥ ·¨±«®. �®£¤ 
¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x0 2 S

1 ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¢¨¤  fn(x0) ¯® ¢±¥¬ ¢®§-
¬®¦»¬ n ®¡° §³¥² ¢±¾¤³ ¯«®²®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®, ¥
±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ±® ¢±¥© ®ª°³¦®±²¼¾ S

1. �²±¾¤  § ª«¾· ¥¬, ·²® ®²®-
¡° ¦¥¨¥ f , ®¡« ¤ ¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨, ¥ ¨¬¥¥² ¨
®¤®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨.

�°¨¬¥°. �³±²¼   ®¡« ±²¨ U � Rn § ¤ ® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ v. � ±±¬®-
²°¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ _x = v(x), ¨ ¯³±²¼ x(t) | °¥¸¥¨¥
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½²®£® ³° ¢¥¨¿ ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ x(t0) = x0. �¯° ¸¨¢ ¥²±¿, ª®-
£¤  x0 ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®©, ².¥. ª®£¤  x(t) = x0 ¤«¿ «¾¡®£® t
¨§ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ °¥¸¥¨¿ x(t).

�°®¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¢ x(t) ¯® t, ¯®«³·¨¬, ·²® x0 ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª 
¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ _x = 0, ®²ª³¤  v(x0) = 0.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®·ª  x0 2 U  §»¢ ¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ¨«¨ ®±®¡®©

²®·ª®© ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ v, ¥±«¨ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ v ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ½²®©
²®·ª¥ ¢ ®«¼: v(x0) = 0.

� ±±¬®²°¨¬ ¤ «¥¥ ¥ª®²®°»¥ ³±«®¢¨¿, £ ° ²¨°³¾¹¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ -
¨¥ ³ ¤ ®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨,   ² ª¦¥ ¥¤¨±²¢¥-
®±²¼ ² ª®© ²®·ª¨. �«¿ ½²®£® ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¦»© ª« ±± ®²®¡° ¦¥¨© |
² ª  §»¢ ¥¬»¥ ±¦¨¬ ¾¹¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿.

2 �¦¨¬ ¾¹¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿

�³±²¼ X | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � ¯®¬¨¬, ·²® ¬¥²°¨·¥±ª¨¬

¯°®±²° ±²¢®¬  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® X ¢¬¥±²¥ ± § ¤ ®©   ¯ ° µ
²®·¥ª ¨§ X ¢¥¹¥±²¢¥®© ´³ª¶¨¥© �(x; y), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ±«¥¤³¾-
¹¨¬  ª±¨®¬ ¬:

1) �(x; y) � 0, ¯°¨·¥¬ �(x; y) = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  x = y

(¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼);

2) �(x; y) = �(y; x) (±¨¬¬¥²°¨·®±²¼);

3) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z) (¥° ¢¥±²¢® ²°¥³£®«¼¨ª ).

� «¥¥, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª x1; x2; : : : ¨§ ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° -
±²¢ X  §»¢ ¥²±¿ ´³¤ ¬¥² «¼®© ¨«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ �®¸¨,
¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ N , ·²® ¯°¨ «¾¡»µ m;n > N

¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥: �(xm; xn) < ". �¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®-
±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ¯®«»¬, ¥±«¨ «¾¡ ¿ ´³¤ ¬¥² «¼ ¿ ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®±²¼ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �²®¡° ¦¥¨¥ f : X ! Y ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢ 
(X; �X ) ¢ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® (Y; �Y )  §»¢ ¥²±¿ ±¦¨¬ ¾¹¨¬,
¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ·¨±«® k < 1, ·²®

�Y (f(x); f(y)) � k �X (x; y):

�°¥¤«®¦¥¨¥ 13.1 �¦¨¬ ¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¥¯°¥°»¢®.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ f : X ! Y | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ±¦¨¬ ¾¹¥¥ ®²®-
¡° ¦¥¨¥, x | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  ¨§ X, ¨ y = f(x). �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§-
¢®«¼®¥ " > 0, ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² � > 0, ¤«¿ ª®²®°®£® f-®¡° §
�-®ª°¥±²®±²¨ U ²®·ª¨ x «¥¦¨² ¢ "-®ª°¥±²®±²¨ V ²®·ª¨ y.

�®«®¦¨¬ � = ". �®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x
0 2 U , ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾,

¨¬¥¥¬ �X (x; x
0) < � = ". � ª ª ª ®²®¡° ¦¥¨¥ f ±¦¨¬ ¾¹¥¥, ²® ¤«¿ ¥-

ª®²®°®£® 0 � k < 1 ¨¬¥¥¬ �Y (f(x); f(x
0)) = �Y (y; f(x

0)) � k �X (x; x
0) <

", ¯®½²®¬³ f(x0) «¥¦¨² ¢ V , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

�¥®°¥¬  13.1 �³±²¼ (X; �) | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° -

±²¢®.

1) �³±²¼ f : X ! X | ±¦¨¬ ¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �®£¤  ³ ®²®¡° -

¦¥¨¿ f ¨¬¥¥²±¿ ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¨.

2) �³±²¼ f : X ! X | ±¦¨¬ ¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨ X | ¯®«®¥

¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �®£¤  ³ f ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿

²®·ª .

3) �³±²¼ f : X ! X | ±¦¨¬ ¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨ X | ¯®«®¥

¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥ 

² ª ¿ ²®·ª  x0, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 X ¨¬¥¥¬ f
n(x)! x0.

�²  ²®·ª  x0 ¨ ¥±²¼ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ x0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¢¥ ° §»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨
x0 ¨ x

�
0, ²®£¤ 

�(x0; x
�
0) = �(f(x0); f(x

�
0)) � k �(x0; x

�
0) < �(x0; x

�
0);

¯°®²¨¢®°¥·¨¥.
2 ¨ 3. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ x 2 X, ¨ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ xn

²®·ª³ fn(x). �³±²¼ �(x; f(x)) = d, ²®£¤ 

�(f(x); f2(x)) � k �(x; f(x)) = kd;

®²ª³¤ , ¯® ¨¤³ª¶¨¨, ¯®«³· ¥¬

�(fn(x); fn+1(x)) � k
n
d;

±«¥¤®¢ ²¥«¼®

�(xn; xn+j) = �(fn(x); fn+j(x)) �
�(fn(x); fn+1(x)) + � � �+ �(fn+j�1(x); fn+j(x)) �

k
n
d+ � � �+ k

n+j�1
d � k

n d

1� k
:
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� ª ª ª 0 � k < 1, ²® ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ®¬¥° N , ·²®
¤«¿ «¾¡®£® n > N ¨¬¥¥¬ k

n d
1�k < ", ¨, ¢ · ±²®±²¨, �(xn; xn+j) < "

¤«¿ «¾¡®£® j. �®½²®¬³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fn(x) ¿¢«¿¥²±¿ ´³¤ ¬¥-
² «¼®©, ¨, ¢ ±¨«³ ¯®«®²» ¯°®±²° ±²¢  X, ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x�. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥«

lim
n!1

f
n(x) = x

�
:

� «¥¥, ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 13.1, ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¥¯°¥°»¢®, ¯®½²®¬³ f ¨
lim \¬®¦® ¬¥¿²¼ ¬¥±² ¬¨". �¬¥¥¬:

f(x�) = f( lim
n!1

f
n(x)) = lim

n!1
f
n+1(x) = x

�
;

².¥. x� | ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª . �¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .

3 �¥®°¥¬» ® ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·ª µ ®¤®-

§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©

�¥®°¥¬  13.2 (�° ³½°) �³±²¼ f : Dn ! D
n
| ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®-

¡° ¦¥¨¥ ±² ¤ °²®£® n-¬¥°®£® ¤¨±ª  D
n =

�
x 2 Rn j

Pn
i=1 x

2
i �

1
	
¢ ±¥¡¿. �®£¤  ³ ®²®¡° ¦¥¨¿ f ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  x0:

f(x0) = x0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ ±«³· ¿ n = 1, ².¥. ª®-
£¤ Dn |½²® ®²°¥§®ª [0; 1] (¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¤®±² ²®·®
±«®¦®, ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥® ¢ ±² ¤ °²®¬ ª³°±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-
®© £¥®¬¥²°¨¨ ¤«¿ £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ f , ¨ ¢ ª³°±¥ ®¡¹¥© ²®¯®«®£¨¨
¤«¿ ¥¯°¥°»¢®£® f).

� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ g(x) = f(x) � x. � ª ª ª �1 ¨ 1 ¥ ¿¢«¿¾²±¿
¥¯®¤¢¨¦»¬¨ ²®·ª ¬¨ ´³ª¶¨¨ f , ¨ f ®²®¡° ¦ ¥² ®²°¥§®ª [�1; 1]
¢ ±¥¡¿, ¨¬¥¥¬: f(�1) > �1 ¨ f(1) < 1, ¯®½²®¬³ g(�1) = f(�1) +
1 > 0 ¨ g(1) = f(1) � 1 < 0. � ª ª ª ´³ª¶¨¿ f ¥¯°¥°»¢ , ²® ¨ g

² ª¦¥ ¥¯°¥°»¢ , ¯®½²®¬³, ¯® ²¥®°¥¬¥ �®¸¨, ´³ª¶¨¿ g ¯°¨¨¬ ¥²
  ®²°¥§ª¥ [�1; 1] ³«¥¢®¥ § ·¥¨¥. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±³¹¥±²¢³¥² x0 2
[�1; 1], ² ª®¥ ·²® g(x0) = f(x0) � x0 = 0, ®²ª³¤  f(x0) = x0. �«³· ©
n = 1 ¯®«®±²¼¾ ° §®¡° .

�°¨¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¢ °¨ ²» ²¥®°¥¬» �° ³½° . �°¥¤¯®«®¦¨¬,
·²® ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : Dn ! D

n ¥ ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦»µ
²®·¥ª. �¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ g : Dn ! @D

n = S
n�1 ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³

¯° ¢¨«³: ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x 2 D
n ° ±±¬®²°¨¬ «³·,  ·¨ ¾¹¨©±¿ ¢
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f(x) ¨ ¯°®µ®¤¿¹¨© ·¥°¥§ x. �®±«¥¤¾¾ ²®·ª³ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ½²®£® «³· 
± £° ¨¶¥© @D

n = S
n�1 ¤¨±ª  Dn ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ g(x). �¥¬ ± ¬»¬

¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ g : Dn ! S
n�1, ¥¯®¤¢¨¦®¥

  Sn�1: ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 Sn�1 ¨¬¥¥¬ g(x) = x.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ g : Dn ! @D
n  §»¢ ¥²±¿

°¥²° ª¶¨¥©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 @Dn ¨¬¥¥¬: g(x) = x.

�¥®°¥¬  13.3 (�¥°¥´®°¬³«¨°®¢ª  ²¥®°¥¬» �° ³½° ) �¥ ±³¹¥-

±²¢³¥² °¥²° ª¶¨¨ g : Dn ! @D
n = S

n�1
.

� ±¯°®±²° ¨¬ ²¥®°¥¬³ �° ³½°    ¬®¦¥±²¢  ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® ¢¨¤ .
� ¯®¬¨¬, ·²® ¯®¤¬®¦¥±²¢® K � Rn  §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯ ª²»¬, ¥±«¨
¨§ «¾¡®£® ¥£® ¯®ª°»²¨¿ ®²ª°»²»¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ª®-
¥·®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥. �®¤¬®¦¥±²¢® K � Rn  §»¢ ¥²±¿ ¢»¯³ª«»¬,
¥±«¨ ¢¬¥±²¥ ± «¾¡»¬¨ ¤¢³¬¿ ²®·ª ¬¨ ®® ±®¤¥°¦¨² ¨ ®²°¥§®ª, ¨µ ±®-
¥¤¨¿¾¹¨©. �¥°¥±¥·¥¨¥ ¢±¥µ ¢»¯³ª«»µ ¬®¦¥±²¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¤ -
®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® K ¯°®±²° ±²¢  Rn,  §»¢ ¥²±¿ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·-

ª®© ¬®¦¥±²¢  K ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ conv(K). �¢  ¯®¤¬®¦¥±²¢ 
A ¨ B ¢ Rn  §»¢ ¾²±¿ £®¬¥®¬®°´»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢§ ¨¬®-
®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : A ! B ®¤®£® ¨§ ¨µ   ¤°³£®¥, ² ª®¥
·²® ª ª f , ² ª ¨ f�1 | ¥¯°¥°»¢».

� «¥¥, ¬» £®¢®°¨¬, ·²® ²®·ª¨ v0; : : : ; vn ¢ R
n
 ´´¨® ¥§ ¢¨±¨¬»,

¥±«¨ ¢¥ª²®°  v1�v0; : : : ; vn�v0 ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢  Rn. �»-
¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª   ´´¨® ¥§ ¢¨±¨¬®£® ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª fvkg � Rn

 §»¢ ¥²±¿ n-¬¥°»¬ ±¨¬¯«¥ª±®¬. �² ¤ °²»¬ n-¬¥°»¬ ±¨¬¯«¥ª-

±®¬ �n  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ Rn+1, § ¤ ®¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -
§®¬:

�n = f(x1; : : : ; xn+1) 2 Rn j xi � 0;

n+1X
i=1

xi = 1g:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 13.2 �³±²¼ K � Rn
| ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª². �®£¤  K

£®¬¥®¬®°´¥ ¤¨±ª³ D
m
° §¬¥°®±²¨ m � n.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¥  ´´¨»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¢ Rn,
±®¤¥°¦ ¹¨¥ K, ¨ ¯³±²¼ L ° ¢® ¯¥°¥±¥·¥¨¾ ² ª¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢.
�±®, ·²® L |  ¨¬¥¼¸¥¥  ´´¨®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥
K. � §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  L ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ m.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ K ¯°®¨§¢®«¼»¥ m+1 ²®·ª³ v0; : : : ; vm, ²®£¤ , ¢ ±¨«³
¢»¯³ª«®±²¨ K, ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ¬®¦¥±²¢  fxkg ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ K.

�¥¬¬  13.1 �®·ª¨ vk ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ®¨

¡»«¨  ´´¨® ¥§ ¢¨±¨¬».
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�§ «¥¬¬» 13.1 ¢»²¥ª ¥², ·²®  ¸ ª®¬¯ ª² K ±®¤¥°¦¨² ¥ª®²®-
°³¾ ¢³²°¥¾¾ (¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ L) ²®·ª³ v (¢ ª ·¥±²¢¥ ² ª®©
²®·ª¨ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ «¾¡³¾ ¢³²°¥¾¾ ²®·ª³ ¯®«³·¥®£® ±¨¬-
¯«¥ª±  conv(fvig)).

�¥°¥¥±¥¬  · «® ª®®°¤¨ ² ¢ ²®·ª³ v, ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¡³¤¥¬ ±·¨-
² ²¼, ·²®  · «® ª®®°¤¨ ² ¿¢«¿¥²±¿ ¢³²°¥¥© ²®·ª®© ª®¬¯ ª² 
K. � ±±¬®²°¨¬ ¢ L ±² ¤ °²³¾ ¥¤¨¨·³¾ ±´¥°³ Sm�1 ¨ ¯®±²°®¨¬
´³ª¶¨¾ ' : Sm�1 ! R, ±² ¢¿¹³¾ ª ¦¤®© ²®·ª¥ � 2 Sm�1 ·¨±«® '(�)
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

'(�) = max
��0

f� j �� 2 Kg:

� ª ª ª v | ¢³²°¥¿¿ ²®·ª ,   ¬®¦¥±²¢® K, ¢ ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨,
®£° ¨·¥®, ²® ´³ª¶¨¿ ' ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼  ¨ ¨£¤¥ ¥ ®¡° ¹ -
¥²±¿ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼. �±«¨ Dm | ±² ¤ °²»© ¥¤¨¨·»© ¤¨±ª ¢ L
± £° ¨¶¥© S

m�1, ²® ¯®±²°®¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ a : Dn ! K, ®±² ¢«¿¾-
¹¥¥ ¶¥²° ¤¨±ª  Dm   ¬¥±²¥, ¨ ª ¦¤®© ¥¶¥²° «¼®© ²®·ª¥ x 2 Dm

±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ²®·ª³ '(x=kxk)x. �¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ½²®
®²®¡° ¦¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ (¤®ª ¦¨²¥). �¥¬ ± ¬»¬, ¬»
¯®ª § «¨, ·²® ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª² K £®¬¥®¬®°´¥ ¤¨±ª³ D

m. �²® ¨
²°¥¡®¢ «®±¼.

�¥®°¥¬  13.4 (�¥®°¥¬  �° ³½°  ¤«¿ ¢»¯³ª«»µ ª®¬¯ ª²®¢) �³±²¼

K � Rn
| ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª², ¨ f : K ! K ¯°®¨§¢®«¼®¥ ®²®¡° ¦¥-

¨¥ ª®¬¯ ª²  K ¢ ±¥¡¿. �®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦³¾

²®·ª³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 13.2, ±³¹¥±²¢³¥² ¤¨±ª Dm, £®¬¥®-
¬®°´»© ª®¬¯ ª²³ K. �³±²¼ a : Dm ! K | £®¬¥®¬®°´¨§¬. � ±±¬®-
²°¨¬ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ g = a

�1�f �a, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ¤¨±ª Dm ¢
±¥¡¿. �® ²¥®°¥¬¥ 13.2, ®²®¡° ¦¥¨¥ g ¨¬¥¥² ¥ª®²®°³¾ ¥¯®¤¢¨¦³¾
²®·ª³ x0, ².¥. g(x0) = x0. � ±±¬®²°¨¬ ²®·ª³ y0 = a(x0) ¨§ ª®¬¯ ª² 
K. �¬¥¥¬:

f(y0) = f(a(x0)) = a � g � a�1 � a(x0) = a(g(x0)) = a(x0) = y0;

¯®½²®¬³ y0 | ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ f , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

4 �¥®°¥¬» ® ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·ª µ ¬®£®-

§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©

�³±²¼ X ¨ Y | ¤¢  ¯°®¨§¢®«¼»µ ¬®¦¥±²¢ , ¨ 2Y | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ
¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  Y . � ¦¤®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : X ! 2Y  §»¢ -
¥²±¿ ¬®£®§ ·»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ f : X ) Y .
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�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¬®¦¥±²¢  X ¢® ¬®¦¥-
±²¢® Y ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x 2 X ¯®¤¬®¦¥±²¢® f(x)
¬®¦¥±²¢  Y . � ¯®¬¨¬, ·²® £° ´¨ª®¬ Gr(f) (¬®£®§ ·®£®) ®²®-
¡° ¦¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ X � Y , ±®±²®¿¹¥¥ ¨µ ¢±¥µ ¯ °
(x; y), ² ª¨µ ·²® y 2 f(x). �±®, ·²® £° ´¨ª ¬®£®§ ·®£® ®²®¡° ¦¥-
¨¿ ¿¢«¿¥²±¿, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ®²®¸¥¨¥¬, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¤ ²¼ ½ª¢¨¢ -
«¥²®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥: ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ | ½²® ¯°®¨§¢®«¼®¥
®²®¸¥¨¥ (².¥. ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ X � Y ). �±«¨ ¤®¯®«-
¨²¥«¼® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ®¡° § ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ x 2 X, ².¥.
f(x), ¡»« ¥¯³±²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ¢ Y , ²®, ¢ ²¥°¬¨ µ ®²®¸¥¨©,
½²® ²°¥¡®¢ ¨¥ ° ¢®±¨«¼® ³±«®¢¨¾ ° ¢¥±²¢  ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿
®²®¸¥¨¿, § ¤ ¾¹¥£® ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¢±¥¬³ ¬®¦¥±²¢³
X. � ¯®¬¨¬, ·²® ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ D(R) ®²®¸¥¨¿ R � X�Y |
½²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ x 2 X, ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² y 2 Y ,
² ª®© ·²® (x; y) 2 R.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ f : X ) X | ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬®-
¦¥±²¢  X ¢ ±¥¡¿. �®£¤  ²®·ª  x 2 X  §»¢ ¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ¤«¿ f ,
¥±«¨ x 2 f(x).

4.1 �®«³¥¯°¥°»¢®±²¼ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©

� ¤ ®¬ ° §¤¥«¥ ¬»  ¯®¬¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ®¡»·-
»µ ´³ª¶¨© ¨ ®¡®¡¹¨¬ ¥£®   ±«³· © ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ®¤¨¬ ¨§
³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» � ª³² ¨.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ X ¨ Y | ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ±²¢ , ¨ f : X ) Y |
¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �®²¿ ¬®£¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ °¥§³«¼² ²»
¨¬¥¾² ¬¥±²® ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥,   ¨¬¥®, ª®£¤  X ¨ Y | ²®-
¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ±²¢ , ¬», ¤«¿ ¯°®±²®²», ®£° ¨·¨¬±¿ ±«³· ¥¬
¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢.

�®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f  §»¢ ¥²±¿ ®²ª°»²»¬, ¥±«¨ ¥£® £° -
´¨ª Gr(f) | ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ X � Y ; f  §»¢ ¥²±¿ § ¬ª³-
²»¬, ¥±«¨ ¥£® £° ´¨ª Gr(f) | § ¬ª³²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ X � Y .

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨ ¥¯°¥°»¢®-
±²¨ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©,  ¯®¬¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®¿²¨¿
¤«¿ ±«³· ¿ ´³ª¶¨©. �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢ 
(X; �) ¨ ª ¦¤®£® ¢¥¹¥±²¢¥®£® ·¨±«  r > 0 ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ B(x; r)
¸ ° ± ¶¥²°®¬ ¢ x ° ¤¨³±  r:

B(x; r) = fx0 2 X j �(x; x0) � rg:
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�³±²¼ f : X ! R| ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿   ¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¯°®-
±²° ±²¢¥ X. �³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®© ¢ ²®·ª¥ x0 2 X,
¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² � > 0, ² ª¨¥ ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 2
B(x0; �) ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ¥° ¢¥±²¢ :

f(x0) � " � f(x) ¨ f(x) � f(x0) + ":

�±«¨ ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«¥¨¥ «¨¸¼ ®¤®£® ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ ¥° ¢¥±²¢,
²® ¬» ¯®«³·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨.

� ¨¬¥®, ´³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢®© ±¨§³ ¢ ²®·ª¥

x0, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® � < f(x0) ±³¹¥±²¢³¥² � > 0, ² ª®¥ ·²® ¤«¿ «¾¡®£®
x 2 B(x0; �) ¨¬¥¥¬ � � f(x). �³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢®©
±¢¥°µ³ ¢ ²®·ª¥ x0, ¥±«¨ ´³ª¶¨¿ �f ¯®«³¥¯°¥°»¢  ±¨§³ ¢ x0.

� ¬¥· ¨¥. �³ª¶¨¿ f ¥¯°¥°»¢  ¢ ²®·ª¥ x0 ¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ ® 
¯®«³¥¯°¥°»¢  ¢ x0 ¨ ±¨§³, ¨ ±¢¥°µ³ (¤®ª ¦¨²¥).

�³ª¶¨¿ f : X ! R  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢®© ±¨§³ (¯®«³¥-
¯°¥°»¢®© ±¢¥°µ³, ¥¯°¥°»¢®©), ¥±«¨ f ¯®«³¥¯°¥°»¢  ±¨§³ (¯®«³-
¥¯°¥°»¢  ±¢¥°µ³, ¥¯°¥°»¢ ) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 X.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ±«³· ¾ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©. �³±²¼K |
¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  (X; �). �®£¤ 
¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ®¯°¥¤¥«¨¬ "-®ª°¥±²®±²¼ B(K; ") ¬®¦¥±²¢  K ª ª
¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ x 2 X, ·²® infx02K �(x; x0) � ".

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : X ) Y ¬¥²°¨·¥±ª®£®
¯°®±²° ±²¢  X ¢ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® Y  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥-

¯°¥°»¢»¬ ±¢¥°µ³ ¢ ²®·ª¥ x0 2 X, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥²
² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ U (x0) ²®·ª¨ x0, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 2 U (x0) ¢»¯®«-
¿¥²±¿:

f(x) � B
�
f(x0); "

�
:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤«¿ «¾¡®© "-®ª°¥±²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  f(x0) ®¡° §» ¢±¥µ
¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª x0 ²®·¥ª «¥¦ ² ¢ ½²®© "-®ª°¥±²®±²¨.

�®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯®«³¥¯°¥°»¢®¥ ±¢¥°µ³ ¢® ¢±¥µ ²®·-
ª µ ¨§ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿,  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»¬ ±¢¥°µ³.

�®²¿ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ «¨¸¼ ¬®£®§ ·»¥ ®²®¡° -
¦¥¨©, ¯®«³¥¯°¥°»¢»¥ ±¢¥°µ³, ¬», ¤«¿ ¯®«®²» ¨§«®¦¥¨¿, ¯°¨¢¥-
¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢»µ ±¨§³ ¨ ¥¯°¥°»¢»µ ¬®£®§ ·-
»µ ®²®¡° ¦¥¨©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : X ) Y ¬¥²°¨·¥±ª®£®
¯°®±²° ±²¢  X ¢ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® Y  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥-

¯°¥°»¢»¬ ±¨§³ ¢ ²®·ª¥ x0 2 X, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨
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�¨±. 13.2: �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯°¨¢¥¤¥®¥   °¨±³ª¥ ±«¥¢ ,
¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³ ¢ ²®·ª¥ 0, ® ¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¨§³; ¬®£®-
§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯°¨¢¥¤¥®¥   °¨±³ª¥ ±¯° ¢ , ¯®«³¥¯°¥°»¢®
±¨§³ ¢ ²®·ª¥ 0, ® ¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³

x1; x2 : : : ²®·¥ª ¨§ X, ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x0 2 X, ¨ «¾-
¡®© ²®·ª¨ y0 2 f(x0), ±³¹¥±²¢³¥² ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª y0 ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
²®·¥ª y1; y2; : : : ¨§ Y , ² ª¨µ ·²® yk 2 f(xk).

�®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯®«³¥¯°¥°»¢®¥ ±¨§³ ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ
¨§ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿,  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»¬ ±¨§³.

� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ f ®¤®§ ·®, ²® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®«³¥-
¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³ ¨ ±¨§³, ¤ »¥ ¤«¿ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©,
½ª¢¨¢ «¥²» ¬¥¦¤³ ±®¡®©,   ² ª¦¥ ½ª¢¨¢ «¥²» ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¥¯°¥-
°»¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ (¤®ª ¦¨²¥). �«¿ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©
®¨, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° §«¨· ¾²±¿, ·²® ¢¨¤® ¨§ ¯°¨¬¥°®¢, ¯°¨¢¥¤¥-
»µ   °¨±. 13.2.

�¥®°¥¬  13.5 (� ª³² ¨) �³±²¼ X | ª®¬¯ ª²®¥ ¢»¯³ª«®¥ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢® R
n
, ¨ f : X ) X | ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¯®«³-

¥¯°¥°»¢®¥ ±¢¥°µ³ ¨ ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 2 X ¬®¦¥±²¢® f(x)
¥¯³±²®, § ¬ª³²® ¨ ¢»¯³ª«®. �®£¤  ³ ®²®¡° ¦¥¨¿ f ±³¹¥±²¢³¥²

¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  x0 2 X, ².¥. ² ª ¿ ²®·ª , ·²® x0 2 f(x0).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» � ª³² ¨ ² ª®¢. � -
· «  ¬» \ ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥¬" ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f ±² ¤ °²-
»¬¨ ®¤®§ ·»¬¨ ®²®¡° ¦¥¨¿¬¨ '" : X ! X, £¤¥ " > 0 | ¥ª®²®-
°»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« ; ¤«¿ ª ¦¤®£® '" ¯°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ �° ³½° 
¤«¿ ¢»¯³ª«»µ ª®¬¯ ª²®¢ ¨  ©¤¥¬ ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ x"; ³±²°¥¬¨¬
" ª ³«¾ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¥ª®²®°³¾ ¯°¥¤¥«¼³¾ ²®·ª³ x0; ¨,  ª®¥¶, ¯®ª -
¦¥¬, ·²® ¯®«³·¥ ¿ ²®·ª  ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ¤«¿ ¬®£®§ ·®£®
®²®¡° ¦¥¨¿ f .
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� ¯®¬¨¬, ·²® ¤«¿ " > 0 ¯®¤¬®¦¥±²¢® E ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° -
±²¢  (M;�)  §»¢ ¥²±¿ "-±¥²¼¾, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ m 2 M ±³¹¥-
±²¢³¥² ² ª ¿ ²®·ª  e 2 E, ·²® �(m; e) < ". � «¥¥, "-±¥²¼ E  §»¢ ¥²±¿
ª®¥·®©, ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® E ±®±²®¨² ¨§ ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª.

�¥¬¬  13.2 �±«¨ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® (M;�) ª®¬¯ ª²®, ²®
¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ®® ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© "-±¥²¼¾ E.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ ¯°®-
±²° ±²¢  M , ¯®±²°®¨¢ ± ¶¥²°®¬ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¨§ M ®²ª°»²»©
¸ ° ° ¤¨³±  ". � ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ M , ¨§ ½²®£® ¯®ª°»²¨¿ ¬®¦®
¢»¡° ²¼ ª®¥·®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥. �¥²°» ¸ °®¢ ½²®£® ¯®¤¯®ª°»²¨¿ ¨
®¡° §³¾² ª®¥·³¾ "-±¥²¼ E. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ª ¦¤ ¿ ²®·ª  m 2 M

«¥¦¨² ¢ ®¤®¬ ¨§ ¸ °®¢ ¢»¡° ®£® ¯®¤¯®ª°»²¨¿, ¯®½²®¬³ m  µ®-
¤¨²±¿   ° ±±²®¿¨¨ ¬¥¼¸¥ ·¥¬ " ®² ¶¥²°  ½²®£® ¸ ° , ².¥. ®² ®¤®©
¨§ ²®·¥ª ¬®¦¥±²¢  E. �²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

�«¿ ª ¦¤®£® " > 0 ¢»¡¥°¥¬, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ± «¥¬¬®© 13.2, ª®¥·-
³¾ "-±¥²¼ E

" ¢  ¸¥¬ ª®¬¯ ª²¥ X. �®·ª¨ ¨§ E" ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
x
"
1; x

"
2; : : : . � ±±¬®²°¨¬ f-®¡° §» f(x"i ) ²®·¥ª x

"
i , ¨ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ

®¡° §®¢ ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ y"i .
� «¥¥, ¯® ª ¦¤®© ²®·ª¥ x"i ¯®±²°®¨¬ ´³ª¶¨¾ '

"
i (x), ®¯°¥¤¥«¥³¾

  ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ X, ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

'
"
i (x) = max

�
0; "� kx"i � xk

�
:

�²  ´³ª¶¨¿ ° ¢  " ¢ ²®·ª¥ x"i , ° ¢  ³«¾ ¢¥ ®²ª°»²®£® ¸ °  ° -
¤¨³±  " ± ¶¥²°®¬ ¢ x"i , ¨ «¨¥©® ¢¤®«¼ ° ¤¨³±®¢ ½²®£® ¸ °  ³¡»¢ ¥²
®² § ·¥¨¿ " ¢ ¶¥²°¥ ¤® ³«¿   £° ¨¶¥.

�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ¨±ª®¬³¾  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾ '
"(x) ² ª:

'
"(x) =

P
i '

"
i (x) y

"
iP

k '
"
k(x)

=
X
i

'
"
i (x)P

k '
"
k(x)

y
"
i =

X
i

�
"
i (x)y

"
i ;

£¤¥ ¬» ¯®«®¦¨«¨ �"i (x) = '
"
i (x)=

P
k '

"
k(x).

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® �"i (x) � 0, ¯°¨·¥¬ ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥±«¨ ¨
²®«¼ª® ¥±«¨ ²®·ª  x  µ®¤¨²±¿ ®² ²®·ª¨ x"i   ° ±±²®¿¨¨, ¡®«¼¸¥ ¨«¨
° ¢®¬ ". �®½²®¬³, ¢ · ±²®±²¨, �"i (x) 6= 0 ¤«¿ ²¥µ ¨ ²®«¼ª® ²¥µ i, ¯°¨
ª®²®°»µ ²®·ª¨ x

"
i «¥¦ ² ¢ ®²ª°»²®© "-®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ x. �®«¥¥

²®£®,
P

i�
"
i (x) = 1 ¤«¿ «¾¡®£® x.

�¥¬¬  13.3 �«¿ «¾¡®£® x ²®·ª  '
"(x) «¥¦¨² ¢ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¥

²®·¥ª y
"
i , ¤«¿ ª®²®°»µ �

"
i (x) 6= 0.



�¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨© 65

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±®, ·²® ²¥ ²®·ª¨ y
"
i , ¢ ª®²®°»µ �

"
i (x) = 0, ¥

¤ ¾² ¢ª« ¤  ¢ ±³¬¬³, ®¯°¥¤¥«¿¾¹³¾ ²®·ª³ '"(x), ¯®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©-
¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¸¼ ²¥ y"i , ¤«¿ ª®²®°»µ �"i (x) 6= 0, ¥
®£®¢ °¨¢ ¿ ½²®£® ª ¦¤»© ° §.

� ª ª ª ¬®¦¥±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª, ª®¬¯ ª²®,
¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ²®·ª  '"(x) «¥¦¨² ¢ ¯¥°¥±¥·¥¨¨ § ¬ª³²»µ
¯®«³¯°®±²° ±²¢, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ²®·ª¨ y"i (¤«¿ ª®-
²®°»µ �

"
i (x) 6= 0). �²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢ ±¨«³ ±«¥¤³¾¹¥©

¥±«®¦®© «¥¬¬».

�¥¬¬  13.4 �³±²¼ K � Rn
| ¯°®¨§¢®«¼®¥ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥-

±²¢® ¢ R
n
. �®£¤  ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ¬®¦¥±²¢  K ±®¢¯ ¤ ¥² ¯¥°¥-

±¥·¥¨¥¬ ¢±¥µ § ¬ª³²»µ ¯®«³¯°®±²° ±²¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ K.

�³±²¼ � | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®«³¯°®±²° ±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¢±¥ ²®·ª¨
y
"
i (¤«¿ ª®²®°»µ �"i (x) 6= 0). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ `(x) = d | «¨¥©®¥
³° ¢¥¨¥ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨, ®£° ¨·¨¢ ¾¹¥© �. � ª ª ª ¢±¥ ²®·ª¨ y"i
«¥¦ ² ¢ �, ²® ¢±¥ ·¨±«  `(y"i ) ¨«¨ ®¤®¢°¥¬¥® ¥ ¬¥¼¸¥ d, ¨«¨ ®¤®-
¢°¥¬¥® ¥ ¡®«¼¸¥ d. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ·²® `(y"i ) � d

¯°¨ ª ¦¤®¬ i. �®£¤ 

`
�
'
"(x)

�
= `

�X
i

�
"
i (x) y

"
i

�
=
X
i

�
"
i (x) `(y

"
i ) �

X
i

�
"
i (x) d = d;

£¤¥ ¯°¥¤¯®±«¥¤¥¥ ±®®²®¸¥¨¥ (¥° ¢¥±²¢®) ¢»¯®«¿¥²±¿, ² ª ª ª
�
"
i (x) � 0,   ¯®±«¥¤¥¥ ±®®²®¸¥¨¥ (° ¢¥±²¢®) ¢¥°®, ² ª ª ª

P
i �

"
i (x) =

1. � ·¨², '"(x) 2 �, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

� «¥¥, ² ª ª ª X | ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª², ²® ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 13.4,
®²®¡° ¦¥¨¥ '" ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦³¾ ²®·ª³ x

". � ±±¬®²°¨¬ ³¡»¢ -
¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ "j , ±²°¥¬¿¹³¾±¿ ª 0. � ª ª ª X | ª®¬-
¯ ª²®, ²® ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ²®·¥ª x"j ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿¹³-
¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼. �®½²®¬³ ±° §³ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª x"j ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x0. �«¿ § -
¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¬» ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  13.5 �®·ª  x0, ¯®±²°®¥ ¿ ¢»¸¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·-

ª®© ®²®¡° ¦¥¨¿ f , ².¥. x0 2 f(x0).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. x0 62 f(x0). �® ³±«®-
¢¨¾ ²¥®°¥¬», ¬®¦¥±²¢® f(x0) | § ¬ª³²®, ¯®½²®¬³ ° ±±²®¿¨¥ r =
kx0; f(x0)k ®² ²®·ª¨ x0 ¤® ¬®¦¥±²¢  f(x0), ².¥. ¢¥«¨·¨ 

r = inf
x2f(x0)

kx0 � xk;
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�¨±. 13.3: �««¾±²° ¶¨¿ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» � ª³² ¨

±²°®£® ¡®«¼¸¥ ³«¿.

�³±²¼ U (f(x0)) ®¡®§ · ¥² (r=2)-®ª°¥±²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  f(x0):

U (f(x0)) = fx 2 X j kx; f(x0)k < r=2g;

¨ ¯³±²¼ U (x0) ¡³¤¥² (r=2)-®ª°¥±²®±²¼¾ ²®·ª¨ x0. �±®, ·²® ®ª°¥±²-
®±²¨ U (f(x0)) ¨ U (x0) ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.

� ª ª ª, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ²¥®°¥¬», ¬®¦¥±²¢® f(x0) | ¢»¯³ª«®,
¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ¯°®±² ¿ «¥¬¬ .

�¥¬¬  13.6 �ª°¥±²®±²¼ U (f(x0)) ¢»¯³ª« .

� ª ª ª ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³, ³ ²®·ª¨ x0 ¨¬¥¥²±¿
² ª ¿ ¸ °®¢ ¿ ®ª°¥±²®±²¼ V (x0), ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 V (x0) ¥¥
®¡° § f(x) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ U (f(x0)). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ U 0(x0) ¯¥°¥±¥·¥¨¥
®ª°¥±²®±²¥© U (x0) ¨ V (x0), ¨ ¯³±²¼ r0 | ° ¤¨³± ®ª°¥±²®±²¨ U 0(x0).

� ª®¥¶, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ U 00(x0) ¸ °®¢³¾ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ x0

° ¤¨³±  r00 = r
0
=2. �¨±. 13.3 ¨««¾±²°¨°³¥² ¢¢¥¤¥»¥ ®¡®§ ·¥¨¿.

� ª ª ª x"j ! x0 ¯°¨ j !1, ²®,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ®¬¥°  j0,
¢±¥ ²®·ª¨ x"j ¯°¨ j � j0 «¥¦ ² ¢ U 00(x0). � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾

² ª³¾ ²®·ª³ x"
j

, ¯°¨·¥¬ ¤®¯®«¨²¥«¼® ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® "j <
r
00.
�®·ª  x"j |¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿'"j , ¯®½²®¬³'"j (x"j ) =

x
"j . �® «¥¬¬¥ 13.3, ²®·ª  '"j (x"j ) «¥¦¨² ¢ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¥ ²®·¥ª
y
"j
i , ¤«¿ ª®²®°»µ �

"j
i (x

"j ) 6= 0. � ¯®¬¨¬, ·²® ²®·ª  y
"j
i ¯°¨ ¤«¥¦¨²

¬®¦¥±²¢³ f(x
"j
i ).

�¥¬¬  13.7 � ±¤¥« »µ ¢»¸¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ²®·ª  x
"j
i «¥¦¨² ¢

U
0(x0).
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª "j < r
00 = r

0
=2, ¨ �

"j
i (x

"j ) 6=
0, ¨¬¥¥¬ kx"j � x"ji k < "j < r

0
=2. � ¤°³£®© ±²®°®», ²®·ª  x"j «¥¦¨² ¢

U
00(x0), ¯®½²®¬³ kx0 � x

"jk < r
00 = r

0
=2, ®²ª³¤ 

kx0 � x
"j
i k � kx0 � x

"jk+ kx"j � x
"j
i k < r

0
=2 + r

0
=2 = r

0
;

¯®½²®¬³ x
"j
i «¥¦¨² ¢ U 0(x0), ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

� «¥¥, ¢ ±¨«³ ¢»¡®°  ®ª°¥±²®±²¨ U 0(x0), ®¡° §» ¢±¥µ ²®·¥ª x
"j
i ¨§

½²®© ®ª°¥±²®±²¨ ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ f ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ U (f(x0)). �®½²®¬³
¢±¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ y

"j
i «¥¦ ² ¢ U (f(x0)). �® «¥¬¬¥ 13.6, ®ª°¥±²-

®±²¼ U (f(x0)) ¢»¯³ª« , ¯®½²®¬³ ²®·ª  '"j (x"j ), «¥¦ ¹ ¿, ª ª ¡»«®
®²¬¥·¥® ¢»¸¥, ¢ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¥ ²®·¥ª y

"j
i , «¥¦¨² ¢ U (f(x0)).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²®·ª  x"j = '
"j (x"j ) «¥¦¨² ®¤®¢°¥¬¥® ¢ U (f(x0))

¨ ¢ U (x0), ·¥£® ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼, ² ª ª ª ½²¨ ®ª°¥±²®±²¨ ¥ ¯¥°¥±¥ª -
¾²±¿. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

�¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .
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�¥ª¶¨¿ 14

�®ª³°¥²®¥

° ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¬®¤¥«¨

�°°®³{�¥¡°¥

�  ±²®¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° §¡¥°¥¬ · ±²»© ±«³· © ¬®¤¥«¨ � «¼° ± ,
 «®¦¨¢ ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ¢¨¤ ´³ª¶¨© ¤®µ®¤  ¯®²°¥-
¡¨²¥«¥© I(p) ¨ ±¤¥« ¢ ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®  · «¼®© ±®¡-
±²¢¥®±²¨ ¨ µ ° ª²¥°¥ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¯®²°¥¡¨²¥«¥©. � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ¬®-
¤¥«¼  §»¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼ �°°®³{�¥¡°¥. �²¬¥²¨¬, ·²® · ±²»¬ ±«³· ¥¬

¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼ ·¨±²®£® ®¡¬¥ , ².¥. ±«³· ©, ª®-
£¤  ¯°®¨§¢®¤±²¢® ®²±³²±²¢³¥². �®±«¥¤¾¾ ¬®¤¥«¼ ¬®¦® ¯°¨¬¥¿²¼
¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ¬¥¦¤³ °®¤®© ²®°£®¢«¨.

�¯¨¸¥¬ ± · «  ®£° ¨·¥¨¿, ¢¢®¤¨¬»¥   ±¥ª²®° ¯®²°¥¡«¥¨¿.
�¥§¤¥ ¨¦¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ®¡®§ ·¥¨¿¬¨, ¢¢¥¤¥»¬¨ ¯°¨
®¯¨± ¨¨ ¬®¤¥«¨ � «¼° ± , ±¬. ¯ ° £° ´ 2 «¥ª¶¨¨ 12.

�¥°¢®¥ ³±«®¢¨¥ ª ± ¥²±¿ ³±²°®©±²¢  ª ¦¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£® ¬®-
¦¥±²¢  Xi. � ¨¬¥®, ¬» ±·¨² ¥¬, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® i ¢»¯®«¿¥²±¿

(1a) Xi � Rn+;

(1b) ¬®¦¥±²¢® Xi ¢»¯³ª«®, § ¬ª³²® ¨ ¥®£° ¨·¥®;

(1c) ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ x1; x2; : : : ²®·¥ª ¨§Xi, ² ª®© ·²® k-
 ¿ ª®®°¤¨ ²  ½²¨µ ²®·¥ª ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨, ¢»²¥ª ¥²,
·²® ¢±¥ ¯°®·¨¥ ª®®°¤¨ ²» ² ª¦¥ ±²°¥¬¿²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨.

� ¬¥· ¨¥. �§ ³±«®¢¨¿ (1a) ¢»²¥ª ¥², ·²® ±®¢®ª³¯®¥ ¯®²°¥¡¨²¥«¼-

±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® X =
Pl

i=1Xi «¥¦¨² ¢ Rn
+.
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�§ ³±«®¢¨¿ (1b) ¢»²¥ª ¥² § ¬ª³²®±²¼ ¨ ¢»¯³ª«®±²¼ ±®¢®ª³¯®£®

¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£® ¬®¦¥±²¢  X =
Pl

i=1Xi (¯°®¢¥°¼²¥ ½²®).
�±«®¢¨¥ (1c) µ®²¼ ¨ ¥ ¢»£«¿¤¨² ¤®±² ²®·® ¥±²¥±²¢¥®, ® ¬®¦¥²

¡»²¼ ®¡º¿±¥® ± ¦¨²¥©±ª®© ¯®§¨¶¨¨ ² ª: ¥±«¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ²°¥¡³¥²
¢±¥ ¡®«¼¸¥ ¨ ¡®«¼¸¥ ª ª®£®-«¨¡® ²®¢ ° , ²® ¥¬³ ®¡¿§ ²¥«¼® ²°¥¡³-
¾²±¿ ¨ ¢±¥ ²®¢ °» ¢® ¢±¥ ¡®«¼¸¨µ ª®«¨·¥±²¢ µ.

�²®°®¥ ³±«®¢¨¥ ¬»  ª« ¤»¢ ¥¬   ´³ª¶¨¾ ¯®«¥§®±²¨ ui(x),
®¯°¥¤¥«¥³¾   Xi ¨ ¢»° ¦ ¾¹³¾ ¯°¨®°¨²¥²» i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿. �
¨¬¥®, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ i = 1; : : : ; l ´³ª¶¨¿ ui(x)

(2a) ¥¯°¥°»¢ ;

(2b) ¢®£³² ;

(2c) ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¥ ±»¹ ¥¬.

� ¬¥· ¨¥. �±«®¢¨¥ (2b)   ui(x) ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ²®·¥ª x ¨
x
0 ¨§ Xi ¨ «¾¡®£® � 2 [0; 1] ¨¬¥¥¬:

ui

�
(1� �)x+ �x

0� � (1� �)ui(x) + �ui(x
0):

� ±¤¥« »µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ ®²®±¨²¥«¼® ¬®¦¥±²¢ Xi, ³±«®¢¨¥ ¢®-
£³²®±²¨ ° ¢®±¨«¼® ¢»¯³ª«®±²¨ ª ¦¤®£® ¬®¦¥±²¢ 

fx 2 Xi j ui(x) � cg;

£¤¥ c | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ª®±² ²  (¤®ª ¦¨²¥).
�±«®¢¨¥ (2c)   ui(x) ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 2 Xi ±³¹¥±²¢³¥²

² ª®© x
0 2 Xi, ·²® ui(x

0) > ui(x), ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ´³ª¶¨¿ ui(x) ¥
¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿. �®±«¥¤¥¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨²¥°¯°¥-
²¨°®¢ ® ² ª: ¤«¿ «¾¡®£®  ¡®°  x 2 Xi ±³¹¥±²¢³¥² \¡®«¥¥ ¯°¨¢«¥ª -
²¥«¼»©"  ¡®° x0 2 Xi.

�°¥²¼¥ ³±«®¢¨¥ (3) µ ° ª²¥°¨§³¥²  · «¼»© § ¯ ± ²®¢ °®¢ bi ª -
¦¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿: ¤«¿ ¢±¿ª®£® i = 1; : : : ; l ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° �xi 2 Xi,
² ª®© ·²® �xi � bi. �²® ³±«®¢¨¥ ²¥µ¨·¥±ª®¥, ¨ ®¤¨¬ ¨§ ¯®«¥§»µ
±«¥¤±²¢¨© ½²®£® ³±«®¢¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® bi > 0, ².¥. ª ¦¤»©
¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢®©  · «¼»© § ¯ ± ¢±¿ª®£® ²®¢ ° .

�¥²¢¥°²®¥ ³±«®¢¨¥ (4) ®¯¨±»¢ ¥² ´³ª¶¨¾ ¤®µ®¤ Ki(p): ´³ª¶¨¨
¤®µ®¤  Ki(p) ª ¦¤®£® i-®£® ¨§ l ¯®²°¥¡¨²¥«¥© ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

Ki(p) = hp; bii+
mX
j=1

�ijhp; yji;
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£¤¥ bi |  · «¼»© § ¯ ± ²®¢ °®¢ i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿,   �ij | ¤®«¿ ¤®-
µ®¤®¢ j-®£® ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¿, ª®²®°³¾ ¯®«³· ¥² i-»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼. �°¨
½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®

Pm
i=1 �ij = 1 (¤®µ®¤ ª ¦¤®£® j-®£® ¨§ m ¯°®-

¨§¢®¤¨²¥«¥© ¯®«®±²¼¾ ¤¥«¨²±¿ ¬¥¦¤³ ¢±¥¬¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¿¬¨; ½²® ¬®-
¦¥² ¡»²¼,  ¯°¨¬¥°, ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢   ª¶¨®¨°®¢ »,
¨ ¢±¥ ¤®µ®¤» ¯°®¨§¢®¤±²¢ ¯®«®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¬¥¦¤³  ª¶¨®¥-
° ¬¨).

�°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ®£° ¨·¥¨¿   ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»© ±¥ª²®°.
�¥°¢®¥ ®£° ¨·¥¨¥ (1): ª ¦¤®¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® Yk

ª®¬¯ ª²® ¨ ±®¤¥°¦¨²  · «® ª®®°¤¨ ² 0. �®±«¥¤¥¥ ³±«®¢¨¥ ¬®¦¥²
¡»²¼ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¯°®¨§¢®¤±²¢® ³±²°®¥®
² ª, ·²® ¥£® ¬®¦® ®±² ®¢¨²¼.

�²®°®¥ ®£° ¨·¥¨¥ (2): ±®¢®ª³¯®¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢®
Y =

Pm
i=1 Yk ¢»¯³ª«®.

�,  ª®¥¶, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¶¥» p ¥®²°¨¶ ²¥«¼», ².¥.
p 2 Rn

+, ¨ ¢¥ª²®° p ¥ ° ¢¥ ³«¾. � ±¨«³ ±¤¥« »µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨©
  ´³ª¶¨¾ ¤®µ®¤ , ½²  ´³ª¶¨¿ «¨¥©® § ¢¨±¨² ®² ±¨±²¥¬» ¶¥ p,
¯®½²®¬³ ¡¾¤¦¥²»¥ ®£° ¨·¥¨¿ hx; pi � K(p) ¥ § ¢¨±¿² ®² ¤«¨»
¢¥ª²®°  p,   § ¢¨±¿² «¨¸¼ ®² ¥£®  ¯° ¢«¥¨¿. �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬
¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±¨±²¥¬  ¶¥ p = (p1; : : : ; pn) ³¤®¢«¥²¢®-
°¿¥² ³±«®¢¨¾ ®°¬¨°®¢ª¨:

nX
i=1

pi = 1;

¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ¢¥ª²®° p ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±² ¤ °²®¬³ ±¨¬¯«¥ª±³
� ° §¬¥°®±²¨ n� 1:

� = fp = (p1; : : : ; pn) 2 Rn j
nX
i=1

pi = 1g:

�±®¢ ¿ ¶¥«¼ ¤ ®© «¥ª¶¨¨ | ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬  14.1 � ¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥ ±³¹¥±²¢³¥² ª®ª³°¥²®¥ ° ¢-

®¢¥±¨¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � -
· «  ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¨ ±®¢®ª³¯®£® ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¯®-
«³¥¯°¥°»¢» ±¢¥°µ³. � ²¥¬, ± ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ´³ª¶¨©, ¬» ¯®±²°®¨¬
¯®«³¥¯°¥°»¢®¥ ±¢¥°µ³ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ '(p),  §»¢ ¥¬®¥
´³ª¶¨¥© ¨§¡»²®·®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿, ² ª:

'(p) = 	(p) � �(p):



72

� «¥¥, ¬» ¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ �¥©«  (´®°¬³«¨°®¢ª³ ½²®© «¥¬¬» ±¬. ¨¦¥),
¨§ ª®²®°®© ¢»²¥ª ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¶¥» p

�, ¤«¿ ª®²®°»µ ¬®-
¦¥±²¢® '(p�) ±®¤¥°¦¨² ¥®²°¨¶ ²¥«¼»© ¢¥ª²®° u�. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨,
¯°¨ ¶¥ µ p

� ¨¬¥¥²±¿ ² ª®© ª®««¥ª²¨¢»© ±¯°®± x� 2 �(p�) ¨ ² ª®¥
ª®««¥ª²¨¢®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ y� 2 	(p�), ·²® y� � x

�, ².¥. ±¯°®± ¥ ¯°¥-
¢»¸ ¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¿. �²®,  ¯®¬¨¬, ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© ®¯°¥¤¥«¥¨¿
ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿. �«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¬» ¯®ª -
¦¥¬, ·²® ³±«®¢¨¥ ¥ ±»¹ ¥¬®±²¨ ¢«¥·¥² ¢»¯®«¥¨¥ § ª®  � «¼° ± 
¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥: hp�; x�i = hp�; y�i. �¥¬ ± ¬»¬ ¬» ¯°®¢¥°¨¬ ¤«¿ ²°®©ª¨
(x�; y�; p�) ¢»¯®«¥¨¥ ¢±¥µ ³±«®¢¨© ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿.

�²¬¥²¨¬, ·²® ²¥®°¥¬  � ª³² ¨ ¡³¤¥² ±³¹¥±²¢¥® ¨±¯®«¼§®¢  
¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» �¥©« . �¥°¥©¤¥¬ ª ¯®¤°®¡®±²¿¬.

�«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨  ¸¥£® ¯«    ¬, ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¯¥-
°¥©²¨ ®² ¥ª®¬¯ ª²®£® ±®¢®ª³¯®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£® ¬®¦¥±²¢ X =Pl

i=1Xi ª ¥ª®²®°®© ª®¬¯ ª²®© ¥£® · ±²¨. �«¿ ½²®£® ¤®ª ¦¥¬ ±«¥-
¤³¾¹³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  14.1 �³±²¼ Bi(p) ®¡®§ · ¥² ¢ «¼° ±®¢® ¡¾¤¦¥²®¥ ¬®¦¥-

±²¢® i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¢»¯³ª«®¥ ª®¬¯ ª²®¥

¯®¤¬®¦¥±²¢® X
c
i � Xi, ² ª®¥ ·²® ¤«¿ «¾¡®£® p 2 � ¨¬¥¥¬ Bi(p) �

X
c
i , ¨, ¯®½²®¬³, �i(p) � X

c
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Bi ®¡º¥¤¨¥¨¥ [p2�Bi(p). �»
¯®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® Bi ®£° ¨·¥®, ®²ª³¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢±¥ ¬®-
¦¥±²¢  Bi(p) «¥¦ ² ¢³²°¨ ¥ª®²®°®£® ¸ ° ,  , § ·¨², ¨ ¢³²°¨ ¢»-
¯³ª«®£® ª®¬¯ ª² , ¯®«³·¥®£® ¯°¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¨ ¬®¦¥±²¢  Xi ± ½²¨¬
¸ °®¬. �²®² ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª² ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬ ª®¬¯ ª²®¬ X

c
i .

�² ª, ¯®ª ¦¥¬ ®£° ¨·¥®±²¼ ¬®¦¥±²¢  Bi. � ª ª ª � | ª®¬-
¯ ª², ²® ´³ª¶¨¿ ¤®µ®¤  Ki(p) ¤«¿ i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ®£° ¨·¥  ¥-
ª®²®°»¬ § ·¥¨¥¬ Ki. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �Bi(p) ¬®¦¥±²¢ 

�Bi(p) = fx 2 Xi j hx; pi � Kig:

� ª ª ª Bi(p) � �Bi(p), ²® ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® �Bi =
[p2� �Bi(p) | § ¬ª³²®.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
(xs; ps), ·²® xs 2 �Bi(ps), ps 2 �, ¨ jxsj ! 1 ¯°¨ s !1. � ª ª ª � |
ª®¬¯ ª², ²® ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ps ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤-
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯®½²®¬³, ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ±° §³
¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ps ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥
p0 2 �. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±¨¬¯«¥ª±  �, ®¤  ¨§ ª®®°¤¨ ² ²®·ª¨ p0,
±ª ¦¥¬, j- ¿ ª®®°¤¨ ² , ±²°®£® ¡®«¼¸¥ ³«¿, ¯®½²®¬³,  ·¨ ¿ ± ¥-
ª®²®°®£® ®¬¥°  s, j-»¥ ª®®°¤¨ ²» ¢±¥µ ²®·¥ª ps ¡®«¼¸¥ ¥ª®²®°®£®



�¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨© 73

� > 0. � ¤°³£®© ±²®°®», ¯® ³±«®¢¨¾ (1c)   ¬®¦¥±²¢® Xi, ¢±¥ ª®®°-
¤¨ ²» ²®·¥ª xs ±²°¥¬¿²±¿ ª ¡¥±ª®¥·®±²¨. �®½²®¬³, ³·¨²»¢ ¿, ·²®
¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ²®·¥ª ps ¨ xs ¥®²°¨¶ ²¥«¼», ¯®«³· ¥¬: hps; xsi ! 1
¯°¨ s !1. �¤ ª® hxs; psi � Ki ¤«¿ «¾¡®£® s, ¨ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯°®²¨-
¢®°¥·¨¥, § ¢¥°¸ ¾¹¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

�«¥¤±²¢¨¥ 14.1 �³¹¥±²¢³¥² ¢»¯³ª«®¥ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®

X
c � X, ² ª®¥ ·²® ¤«¿ «¾¡®£® p 2 � ¨¬¥¥¬: �(p) � X

c
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® «¥¬¬¥ 14.1, ª ¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢® �i(p) «¥¦¨² ¢ ¥-
ª®²®°®¬ ¢»¯³ª«®¬ ª®¬¯ ª²¥ Xc

i . �®½²®¬³ ª ¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢® �(p) =Pl

i=1�i(p) «¥¦¨² ¢ ¢»¯³ª«®¬ ª®¬¯ ª²¥ Xc =
Pl

i=1X
c
i , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ -

«®±¼.

� «¥¥, ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³ ¬®£®§ ·®£®
®²®¡° ¦¥¨¿ �(p) ¬» ¯°®¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � · «  ¬» ¯®ª -
¦¥¬, ·²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»µ ±¢¥°µ³ ¬®£®§ ·»µ
®²®¡° ¦¥¨¿ ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»¬ ±¢¥°µ³. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ¬» ±¢¥¤¥¬ § ¤ ·³ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³
¤«¿ ª ¦¤®£® �i(p). � ²¥¬ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥
Bi(p), ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ p 2 � ¢ «¼° ±®¢® ¡¾¤¦¥²®¥
¬®¦¥±²¢®, ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬, ².¥. ®¤®¢°¥¬¥® ¯®«³¥¯°¥°»¢-
»¬ ±¢¥°µ³ ¨ ±¨§³. �,  ª®¥¶, § ¬¥· ¿, ·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ p ¬®¦¥±²¢®
�i(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ¢ Bi(p),   ª®²®°®¬ ¢®£³² ¿ ´³ª¶¨¿
ui(p) ¤®±²¨£ ¥² ±¢®¨µ  ¨¡®«¼¸¨µ § ·¥¨©, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® �i(p)
¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ a(x) ¨ b(x) | ¤¢  ¬®£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨¿
¨§ ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  X ¢ Rn, ¨ ¯³±²¼ � ¨ � | ¯°®¨§¢®«¼-
»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« . �®£¤  «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© �a(x) + �b(x)
 §»¢ ¥²±¿ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¥®¥ ² ª:

�a(x) + �b(x) = fy 2 Rn j y = �y
0 + �y

00
; y

0 2 a(x); y00 2 b(x)g:

�¥¬¬  14.2 �³±²¼ a(x) ¨ b(x) | ¤¢  ¯®«³¥¯°¥°»¢»µ ±¢¥°µ³ ¬®-

£®§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨§ ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  X ¢ R
n
, ¨

¯³±²¼ � ¨ � | ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« . �®£¤  «¨¥© ¿

ª®¬¡¨ ¶¨¿ �a(x) + �b(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»¬ ±¢¥°µ³ ¬®£®-

§ ·»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® � 2 R ¬®-
£®§ ·»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ �a(x) ¨ a(x)+b(x) | ¯®«³¥¯°¥°»¢» ±¢¥°µ³.

�®«®¦¨¬ c(x) = �a(x). �±«¨ � = 0, ²® ¢±¥ ®·¥¢¨¤®. �³±²¼ � 6= 0.
�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ � ª ª ®²®¡° ¦¥¨¥ � : Rn ! R

n, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿
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° ±²¿¦¥¨¥¬, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨¬ ¢¥ª²®° y ¢ �y. �±®, ·²® ª ¦¤®¥ ² ª®¥ ° -
±²¿¦¥¨¥ � ¯°¥®¡° §³¥² "-®ª°¥±²®±²¼ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢ 
Y � R

n ¢ "
0-®ª°¥±²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  �(Y ), £¤¥ "0 = j�j ". � ª ª ª

c(x) = �
�
a(x)

�
, ²® ¥±«¨ U | ½²® "-®ª°¥±²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  c(x),  

"
0 = "=j�j, ¬» § ª«¾· ¥¬, ·²® "0-®ª°¥±²®±²¼ U

0 ¬®¦¥±²¢  a(x) ¯¥-
°¥©¤¥² ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ � ¢ U . � ±¨«³ ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³
®²®¡° ¦¥¨¿ a(x), ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ V ²®·ª¨ x, ² ª ¿ ·²® ¤«¿
«¾¡®© ²®·ª¨ x0 2 V ¢»¯®«¿¥²±¿ a(x0) � U

0, ¨, § ·¨²,

c(x0) = �
�
a(x0)

�
� �(U 0) = U;

·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¢¥°µ³ ¬®£®§ ·®£® ®²®¡° -
¦¥¨¿ c(x) ¢ ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ ·¨±«  " ¨ ²®·ª¨ x.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ c(x) = a(x) + b(x). �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ " > 0 ¨
° ±±¬®²°¨¬ "-®ª°¥±²®±²¼ U ¬®¦¥±²¢  c(x). �®«®¦¨¬ "

0 = "=2, ¨
¯³±²¼ U 0 ¨ U 00 ®¡®§ · ¾² "0-®ª°¥±²®±²¨ ¬®¦¥±²¢ a(x) ¨ b(x) ±®®²-
¢¥²±²¢¥®. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ � : Rn�Rn! R

n, ®¯°¥¤¥«¥®¥
² ª: �(y0; y00) = y

0 + y
00. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¨¬¥¥¬: �

�
a(x); b(x)

�
= c(x).

�®ª ¦¥¬, ²® �
�
U
0
; U

00� � U . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ y0 2 U
0 ¨ y00 2 U

00.
�®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ z0 2 a(x) ¨ z

00 2 b(x), ·²® ky0 � z
0k < "

0 ¨
ky00 � z

00k < "
00. �³±²¼ y = �(y0 ; y00) = y

0 + y
00 ¨ z = �(z0; z00) = z

0 + z
00.

�±®, ·²® y 2 c(x), ¨, ª°®¬¥ ²®£®,

kz � yk = kz0 + z
00 � y

0 � y
00k � kz0 � y

0k+ kz00 � y
00k < "

0 + "
0 = ";

².¥. z 2 U , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

� ª ª ª ¬®£®§ ·»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ a(x) ¨ b(x) ¯®«³¥¯°¥°»¢»
±¢¥°µ³, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ V ²®·ª¨ x, ·²® ¤«¿ «¾¡®©
²®·ª¨ x0 2 V ¨¬¥¥¬: a(x0) � U

0 ¨ b(x0) � U
00, ¯®½²®¬³

c(x0) = �
�
a(x0); b(x0)

�
� �(U 0; U 00) � U;

·²® ¨ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Bi(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¥-
¯°¥°»¢»¬. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± «¥¬¬®© 14.1, ¤«¿ «¾¡®£®
p 2 � ¨¬¥¥¬ Bi(p) 2 Xc

i . �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®¡« ±²¼ § ·¥¨© ®²®¡° ¦¥-
¨¿ Bi ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ X

c
i .

� ·¥¬ ± ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³.

�¥¬¬  14.3 �²®¡° ¦¥¨¥ Bi(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ¤«¿ ¥ª®²®°®£® p 2
� ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ "-®ª°¥±²®±²¼ U ¬®¦¥±²¢  Bi(p), ·²® ¤«¿ ¥ª®²®-
°®© ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª p ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ²®·¥ª ps 2 � ¢ ª ¦¤®¬ ¬®¦¥-
±²¢¥ Bi(ps) ¨¬¥¥²±¿ ²®·ª  xs, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ U . � ±¨«³ ª®¬¯ ª²®-
±²¨ ¬®¦¥±²¢  Xc

i , ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ xs ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¯®¤¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x 2 X

c
i . �®½²®¬³, ¡¥§

®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ± ¬  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
xs ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x 2 Xc

i . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®±²°®¨«¨
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (ps; xs) ²®·¥ª ¨§ ��Xc

i , ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ²®·ª¥ (p; x).
�®ª ¦¥¬, ·²®,   ± ¬®¬ ¤¥«¥, x 2 Bi(p). �«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬

´³ª¶¨¾ f(p; x), ° ¢³¾ hp; xi �Ki(p). � ª ª ª Ki(p) | ¥¯°¥°»¢ ¿
´³ª¶¨¿, ²® f(p; x) | ² ª¦¥ ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿. �·¥¢¨¤®, ·²®

Bi(p) = fx 2 Xc
i j f(p; x) � 0g:

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Ai ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ � � X
c
i , ° ¢®¥ f

�1�(�1; 0]
�
.

�±®, ·²®

Ai =
�
(p; x) 2 ��X

c
i j p 2 �; x 2 Bi(p)

	
:

�±®, ·²® ¢±¥ ²®·ª¨ (ps; xs) «¥¦ ² ¢ Ai.

� ª ª ª ´³ª¶¨¿ f(p; x) ¥¯°¥°»¢ , ¬®¦¥±²¢® Ai § ¬ª³²®. �®-
½²®¬³ ¨ ²®·ª  (p; x) ² ª¦¥ «¥¦¨² ¢ Ai, ®²ª³¤  ¥¬¥¤«¥® § ª«¾· ¥¬,
·²® x 2 Bi(p).

�¤ ª® ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¢»²¥ª ¥², ·²®,  ·¨ ¿ ± ¥ª®-
²®°®£® ®¬¥°  s, ¢±¥ ²®·ª¨ xs «¥¦ ² ¢ "-®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ x,  , § -
·¨², ¨ ¢ "-®ª°¥±²®±²¨ U ¬®¦¥±²¢  Bi(p). �®±«¥¤¥¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥
¨ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¢¥°µ³ ®²®¡° ¦¥¨¿
Bi(p).

�¥¬¬  14.4 �²®¡° ¦¥¨¥ Bi(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¨§³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ¨¬¥¥²±¿ ² ª®¥ p, ·²®
¢ ½²®© ²®·ª¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Bi(p) ¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¨§³. �®±«¥¤¥¥
®§ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ps, ±²°¥¬¿¹ ¿±¿ ª
p, ¨ ² ª®© x 2 Bi(p), ¤«¿ ª®²®°®£® ¢ ±¥¬¥©±²¢¥ ¬®¦¥±²¢ Bi(ps) ¥«¼§¿
¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª x ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ³
²®·ª¨ x ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ U , ² ª ¿ ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°®© ¯®¤¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ps ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¬®¦¥±²¢ 
Bi(ps) ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾² U . �®½²®¬³, ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬
±° §³ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢±¥ Bi(ps) ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾² U .

� ¯®¬¨¬, ·²®, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®¢¨¥¬ (4)   ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨©
±¥ª²®°, ´³ª¶¨¿ ¤®µ®¤ Ki(p) ° ¢  hp; bii+

Pm
j=1 �ijhp; yji. �® ³±«®¢¨¾

(3), ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© �xi 2 Bi(p), ·²® �xi � bi. �®½²®¬³ h�xi; pi < K(p)
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¯°¨ «¾¡®¬ p 2 �. � ±±¬®²°¨¬ ®²°¥§®ª [�xi; x]. � ª ª ª ´³ª¶¨¿
f(p; x) = hp; xi � K(p) ¯°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ p «¨¥©  ¯® x, ²®
¥¥ ®£° ¨·¥¨¥   ®²°¥§®ª [�xi; x] ² ª¦¥ «¨¥©®. � ª ª ª f(p; �xi) < 0
¨ f(p; x) � 0, ²® ¢ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ x, ¢ · ±²®±²¨, ¢ ¢»-
¡° ®© ®ª°¥±²®±²¨ U , ±³¹¥±²¢³¥² x

0, ² ª ¿ ·²® f(p; x0) < 0. �
±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ f , ¤«¿ ¢±¥µ p0, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª p,
¨¬¥¥¬ f(p0; x0) < 0, ².¥. x0 2 B(p0). �®½²®¬³, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ s, ·²®
x
0 2 B(ps), ².¥. ®ª°¥±²®±²¼ U ¯¥°¥±¥ª ¥² B(ps). �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®-
°¥·¨¥ ¨ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

�¥¬¬  14.5 �²®¡° ¦¥¨¥ �i(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» 14.3, ¬», ¯°¥¤¯®-
«®¦¨¢ ¯°®²¨¢®¥,  ©¤¥¬ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® p ² ª³¾ "-®ª°¥±²®±²¼ U

¬®¦¥±²¢  �i(p), ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ²®·¥ª ps 2 �,
±µ®¤¿¹¨µ±¿ ª p, ¢ ª ¦¤®¬ �i(ps) ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ²®·ª³ xs, ¥ «¥¦ ¹³¾
¢ U . �°¨ ½²®¬ ®¯¿²¼, ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼,
·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ xs ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ x 2 Xc

i .
�» ¯®ª ¦¥¬, ·²®,   ± ¬®¬ ¤¥«¥, ²®·ª  x «¥¦¨² ¢ �i(p), ·²® ¨

§ ¢¥°¸¨² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» ¯® ²¥¬ ¦¥ ±®®¡° ¦¥¨¿¬, ·²® ¨ ¢ ¤®-
ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» 14.3.

�®¢¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¥¯°¥°»¢³¾ ´³ª¶¨¾ f(p; x), ° ¢³¾ hp; xi �
Ki(p), ¨ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Ai § ¬ª³²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ ��Xc

i , ° ¢®¥
f
�1�(�1; 0]

�
. � ª ª ª �i(ps) � Bi(ps), ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢±¥ ²®·ª¨ (ps; xs)

«¥¦ ² ¢ Ai, ¯®½²®¬³, ¨§ § ¬ª³²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  Ai, ¨¬¥¥¬: x 2 Bi(p).
�®ª ¦¥¬, ·²® ui(x) = maxx02Bi(p) ui(x

0), ².¥. ·²® x 2 �i(p). �³±²¼
½²® ¥ ² ª. � ª ª ª Bi(p) ª®¬¯ ª²®, ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  �x 2 Bi(p),
¢ ª®²®°®© ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ ui. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾,
ui(x) < ui(�x).

� ª ª ª, ¯® «¥¬¬¥ 14.4, ®²®¡° ¦¥¨¥ Bi(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¨§³,
²® ±³¹¥±²¢³¥² ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª �x ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �xs, ² ª¨µ ·²® �xs 2
Bi(ps). �¤ ª® ui(�xs) � ui(xs), ¯®½²®¬³ ¨§ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ ui
§ ª«¾· ¥¬, ·²®

ui(x) = ui

�
lim
s!1

xs

�
= lim

s!1
ui(xs) � lim

s!1
ui(�xs) = ui

�
lim
s!1

�xs
�
= ui(�x);

¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�¥¬¬  14.6 �®¦¥±²¢  �i(p) ¿¢«¿¾²±¿ ¥¯³±²»¬¨ ¢»¯³ª«»¬¨ ª®¬-
¯ ª² ¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«®¢¨¥ (4) £ ° ²¨°³¥² ¥¯³±²®²³ ¬®¦¥±²¢ �i(p).
�²¨ ¬®¦¥±²¢  ®£° ¨·¥», ² ª ª ª ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨
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ª®¬¯ ª²  Xc
i ¯® «¥¬¬¥ 14.1. �²¨ ¬®¦¥±²¢  § ¬ª³²», ² ª ª ª ¿¢«¿-

¾²±¿ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¬ ª±¨¬ «¼»µ § ·¥¨© ®£° ¨·¥¨¿ ¥¯°¥°»¢®©
´³ª¶¨¨ ui(x)   ª®¬¯ ª²»¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢  Bi(p). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª -
¦¤®¥ �i(p) | ª®¬¯ ª². �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢»¯³ª«®±²¼ ¬®¦¥±²¢  �i(p).

�³±²¼ x0 ¨ x
00 | ¤¢¥ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²®·ª¨ ¨§ �i(p), ¨ x | ¯°®¨§-

¢®«¼ ¿ ²®·ª  ¨§ ®²°¥§ª  [x0; x00], ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ 0 � � � 1, ·²®
x = (1 � �)x0 + �x

00. � ª ª ª ´³ª¶¨¿ ui(x) ¢®£³²  ¯® ³±«®¢¨¾ (2b),
¨¬¥¥¬

ui(x) � (1� �)ui(x
0) + �ui(x

00):

� ±¨«³ ¢»¯³ª«®±²¨ ¬®¦¥±²¢  Bi(p), ²®·ª  x «¥¦¨² ¢ Bi(p). � ª ª ª ¢
²®·ª µ x0 ¨ x00 ´³ª¶¨¿ ui ¯°¨¨¬ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼®¥   Bi(p) § ·¥¨¥
umax, ¨¬¥¥¬ ui(x) � umax, ¯®½²®¬³ ui(x) = umax, ¨, § ·¨², x��i(p).
�²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

�¥¬¬  14.7 �²®¡° ¦¥¨¥ �(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³. � ¦¤®¥ ¬®-

¦¥±²¢® �(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯³±²»¬ ¢»¯³ª«»¬ ª®¬¯ ª²®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²®¡° ¦¥¨¥ �(p) ° ¢®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ±³¬¬¥
®²®¡° ¦¥¨© ¯®«³¥¯°¥°»¢»µ ±¢¥°µ³ �i(p). ¯®½²®¬³, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨
± «¥¬¬®© 14.2, ®²®¡° ¦¥¨¥ �(p) ² ª¦¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

� ª ª ª ±³¬¬  ¥¯³±²»µ ¢»¯³ª«»µ ª®¬¯ ª²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯³±²»¬
¢»¯³ª«»¬ ª®¬¯ ª²®¬, ¬», ¨±¯®«¼§³¿ «¥¬¬³ 14.6, § ª«¾· ¥¬, ·²® ¬®-
¦¥±²¢® �(p) ² ª¦¥ ¥¯³±²®, ¢»¯³ª«® ¨ ª®¬¯ ª²®. �®ª § ²¥«¼±²¢®
§ ª®·¥®.

�¥¬¬  14.8 �²®¡° ¦¥¨¥ 	(p) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¤¥¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ² ª¨¥ ¦¥, ª ª ¨ ¯°¨ ¤®ª § -
²¥«¼±²¢¥   «®£¨·®£® °¥§³«¼² ²  ¤«¿ �(p).

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ´³ª¶¨¾ ¨§¡»²®·®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ '(p) = 	(p)�
�(p). �® «¥¬¬¥ 14.2, ½²  ´³ª¶¨¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢  ±¢¥°µ³, ¨, ª°®¬¥
²®£®, ª ¦¤®¥ '(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯³±²»¬ ¢»¯³ª«»¬ ª®¬¯ ª²®¬. � «¥¥,
¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 12.2 «¥ª¶¨¨ 12, ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:
¤«¿ «¾¡®£® u 2 '(p) ¨¬¥¥¬ hu; pi � 0 (§ ª® � «¼° ± ). �» ¨±¯®«¼§³¥¬
¯¥°¥·¨±«¥»¥ ±¢®©±²¢ , ¤®ª § ¢ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼® ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  14.9 (�¥©«) �³±²¼ � � Rn
+ | ±² ¤ °²»© ±¨¬¯«¥ª±, � |

¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª², ¨ ' : �) � ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾¹¥¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬:

1) ®²®¡° ¦¥¨¥ ' ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³, ¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® p 2 � ®¡° §

'(p) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯³±²»¬ ¢»¯³ª«»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ¢ �;
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2) ¢»¯®«¿¥²±¿ § ª® � «¼° ±  ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥, ².¥. hp; ui � 0 ¤«¿
«¾¡®£® u 2 '(p).

�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¢¥ª²®° p
� 2 �, ·²® '(p�) \Rn

+ 6= ;.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ª ¦¤®£® u 2 � ®¯°¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥±²¢® �(u) ±«¥-
¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�(u) = fp 2 � j hp; ui = min
p02�

hp; uig:

� ±±¬®²°¨¬ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ � : �� �) �� �, § ¤ ¢ -
¥¬®¥ ² ª:

�(p; u) = �(u)� '(p):

�®ª ¦¥¬, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» � ª³-
² ¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¬®¦¥±²¢® � � � ¢»¯³ª«® ¨ ª®¬¯ ª²® ¢ ±¨«³

¢»¯³ª«®±²¨ ¨ ª®¬¯ ª²®±²¨ ±®¬®¦¨²¥«¥©.

� «¥¥, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢  �(u) ¥¯³±²» ¨ ¢»¯³ª«»,  
¬®¦¥±²¢  '(p) ¥¯³±²» ¨ ¢»¯³ª«» ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. �®½²®¬³ ¢±¥
�(p; u) ¥¯³±²» ¨ ¢»¯³ª«».

�¥¬¬  14.10 �²®¡° ¦¥¨¥ � : �) � ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ " > 0 ¨ ° ±±¬®²°¨¬ "-®ª°¥±²®±²¼
¯°®¨§¢®«¼®£® ¬®¦¥±²¢  �(u). �» ¤®«¦» ¯®ª § ²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥²
®ª°¥±²®±²¼ V ²®·ª¨ u, ² ª ¿ ·²® ¤«¿ «¾¡®£® u0 2 V ¨¬¥¥¬ �(u) � U .
�°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
us ! u, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ �(us) ¨¬¥¥²±¿ ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ps, ¥ ¯°¨ ¤-
«¥¦ ¹ ¿ U . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, hps; usi � hp0; usi ¤«¿ «¾¡®£® p0 2 �.
� ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  �, ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ps ¬®¦®
¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯®½²®¬³, ¥ ®£° ¨·¨¢ ¿
®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ±° §³ ±·¨² ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ps ±µ®¤¨²±¿ ª
¥ª®²®°®¬³ p 2 �.

� ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¨¬¥¥¬ hp; ui �
hp0; ui ¤«¿ «¾¡®£® p0 ¨§ �, ¯®½²®¬³ p 2 �(u). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥ ²®·ª¨
ps, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨¥ ª p, «¥¦ ² ¢ ®ª°¥±²®±²¨ U . �®«³·¥®¥ ¯°®-
²¨¢®°¥·¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

� «¥¥, ®²®¡° ¦¥¨¥ '(p) ² ª¦¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³, ¯®½²®¬³ ¨
 ¸¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �(p; u) ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢±¥ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» � ª³² ¨ ¢»-
¯®«¿¾²±¿, ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ²®·ª  (p�; u�), ·²® (p�; u�) 2
�(u�) � '(p�), ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, p� 2 �(u�) ¨ u� 2 '(p�).
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�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬®¦¥±²¢  �(p), ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®

hp�; u�i � hp; u�i ¤«¿ «¾¡®£® p 2 �:

�® ³±«®¢¨¾ «¥¬¬», ¢»¯®«¿¥²±¿ § ª® � «¼° ±  ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»±«¥,
².¥.

hp; u�i � 0 ¤«¿ «¾¡®£® p 2 �:

�®½²®¬³ ¨¬¥¥¬
hp; u�i � 0 ¤«¿ «¾¡®£® p 2 �:

�§ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ ²®·ª¨ p 2 � ¢»²¥ª ¥², ·²® u� � 0, ².¥. u� 2 '(p�)\
R
n
+, ®²ª³¤  '(p

�)\Rn
+ 6= ;, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. �¥¬¬  �¥©«  ¯®«®±²¼¾

¤®ª §  .

�§ «¥¬¬» �¥©«  ¨ ¤®ª § »µ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢ ´³ª¶¨¨ ¨§¡»²®·®£®
±¯°®±  '(p) ¢»²¥ª ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ±¨±²¥¬  ¶¥ p� 2 �, ¯°¨
ª®²®°®© ¬®¦¥±²¢® '(p�) ±®¤¥°¦¨² ¥®²°¨¶ ²¥«¼»© ½«¥¬¥² u�. �®
®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¨¬¥¾²±¿ x� 2 �(p) ¨ y� 2 	(p), ² ª¨¥ ·²® u� = y

� � x
�,

®²ª³¤  x� � y
�, ².¥. ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¶¥» p

�, ¯°¨ ª®²®°»µ ±¯°®± x�

¥ ¯°¥¢»¸ ¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¿ y�.
� ¬ ®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ²°®©ª¨ (x�; y�; p�) ¢»¯®«¿¥²±¿ § -

ª® � «¼° ±  ¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥. �«¿ ½²®£® ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¥¤¯®«®¦¥-
¨¥¬ ® ¥ ±»¹ ¥¬®±²¨ ¯®²°¥¡¨²¥«¥©, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£®
x 2 �i(p) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® hp; xi = Ki(p). �»ª« ¤ª¨,   «®£¨·-
»¥ ²¥¬, ·²® ¯°®¢®¤¿²±¿ ¯°¨ ¢»¢®¤¥ § ª®  � «¼° ±  ¢ ¸¨°®ª®¬ ±¬»-
±«¥ ±«®¢ , ¤ ¾² ° ¢¥±²¢® hp; xi = hp; yi ¤«¿ «¾¡»µ x 2 �(p) ¨ y 2 	(p).
�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.



80



�¥ª¶¨¿ 15

�®¤¥«¼ �°°®³{�¥¡°¥ ¨

®¯²¨¬ «¼®±²¼ ¯®

� °¥²®

�  ±²®¿¹¥© «¥ª¶¨¨ ¬» ¢¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯® � °¥²®,
®¡®¡¹ ¾¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ²®·ª¨ ¬ ª±¨¬³¬  ¢¥¹¥±²¢¥®© ´³ª¶¨¨
  ±«³· © ®²®¡° ¦¥¨¿ ±® § ·¥¨¿¬¨ ¢ Rn. �ª §»¢ ¥²±¿, ±®±²®¿¨¥
ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬ ¯® � °¥²® ¤«¿ ¥±²¥-
±²¢¥®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, § ¤ ¢ ¥¬®£® ´³ª¶¨¿¬¨ ¯®«¥§®±²¨. �¥°¥©-
¤¥¬ ª ¤¥² «¿¬.

�³±²¼ Xi, i = 1; : : : ; l | ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¬®¦¥±²¢ , ¨ ui : Xi ! R

| ¯°®¨§¢®«¼»¥ ´³ª¶¨¨. � ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® �X = X1 � � � � �
Xl, ° ¢®¥ ¤¥ª °²®¢®¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¬®¦¥±²¢ Xi, ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ Rl-
§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �u : �X ! R

l ² ª:

�u(x1; : : : ; xl) =
�
u1(x1); : : : ; ul(xl)

�
:

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ �X ¢»¤¥«¥® ¥ª®²®°®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® �X0. � ¡®°
¢¥ª²®°®¢ x = (x1; : : : ; xl)  §®¢¥¬ ¤®¯³±²¨¬»¬ ¨«¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬,
¥±«¨ x 2 �X0.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ x = (x1; : : : ; xl)  §®¢¥¬ ®¯²¨¬ «¼»¬

¯® � °¥²®, ¥±«¨ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ x0 = (x01; : : : ; x
0
l), ² ª®£®

·²® ui(x
0
i) � ui(xi), ¨ µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤®£® i ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±²°®£®¥ ¥° -

¢¥±²¢®; ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ x0, ² ª®£®
·²® �u(x0) > u(x).
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯²¨¬ «¼ ¿ ¯® � °¥²® ²®·ª  | ½²® ²®·ª  ¬ ª±¨-
¬³¬  ¤«¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ �u : �X ! R

l, ¯®±²°®¥®£® ¢»¸¥.
� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼ �°°®³{�¥¡°¥ ¢ ²¥µ ¦¥ ®¡®§ ·¥¨¿µ, ·²® ¨ ¢

¯°¥¤»¤³¹¨µ £« ¢ µ. � ¨¬¥®, ¯³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¨¬¥¥²±¿ l ¯®²°¥¡¨²¥«¥©,
¯°¨·¥¬ i-»© ¨§ ¨µ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±¢®¨¬ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨¬ ¬®¦¥-
±²¢®¬ Xi ¨ ´³ª¶¨¥© ¯®«¥§®±²¨ ui(x), ®¯°¥¤¥«¥®©   Xi. � ª ¨
¢»¸¥, ¯®«®¦¨¬ �X ° ¢»¬ ¤¥ª °²®¢³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨µ
¬®¦¥±²¢ Xi.

�³±²¼ Y | ±®¢®ª³¯®¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢®, ¨ b| ±®¢®ª³¯-
»©  · «¼»© § ¯ ±. �®£¤ ,  ¯®¬¨¬, b + Y | ½²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ
 ¡®°®¢ ²®¢ °®¢, ª®²®°»¥ ²®«¼ª® ¬®£³² ¡»²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥» ¢ ½²®© ±¨-
±²¥¬¥. �±®¢®¥ ²°¥¡®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¨ � «¼° ±  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡»
±¯°®± ¥ ¯°¥¢»¸ « ¯°¥¤«®¦¥¨¿. �±µ®¤¿ ¨§ ½²®£® ²°¥¡®¢ ¨¿, ¬»
®¯°¥¤¥«¨¬ ¤®¯³±²¨¬®¥ ¬®¦¥±²¢® �X0 ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�X0 =
n
x = (x1; : : : ; xn) j 9y 2 Y :

lX
i=1

xi � b+ y

o
:

�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  15.1 �±«¨ (x�; y�; p�) | ª®ª³°¥²®¥ ° ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¬®¤¥«¨

�°°®³{�¥¡°¥, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ x
�
®¯²¨¬ «¼® ¯® � °¥²®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥.  ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¥ x 2 �X0, ·²® �u(x) > �u(x�). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ui(xi) � ui(x

�
i ), ¨

¤«¿ ¥ª®²®°®£® i, ±ª ¦¥¬ ¤«¿ i = i0, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢®.
�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ª ¦¤»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¥ ±»¹ ¥¬, ¨ ¤«¿

ª ¦¤®£® i = 1; : : : ; l ¢»¡¥°¥¬ ² ª®¥ wi 2 Xi, ·²® ui(wi) > ui(xi). �®«®-

¦¨¬ xi(t) = (1� t)xi+ t wi. � ±¨«³ ¢®£³²®±²¨ ´³ª¶¨¨ ¯®«¥§®±²¨ ui,
¨¬¥¥¬

ui

�
xi(t)

�
� (1� t)ui(xi) + t ui(wi) > ui(xi);

¯°¨ «¾¡®¬ 0 < t � 1. �®½²®¬³ ui
�
xi(t)

�
> ui(x

�
i ), ¨, § ·¨², ¢ ±¨«³ ²®£®,

·²® x
�
i ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ui   � «¼° ±®¢®¬

¡¾¤¦¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ Bi(p
�), ¬» § ª«¾· ¥¬, ·²® xi(t) 62 Bi(p

�) ¯°¨
«¾¡®¬ 0 < t � 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ½²¨µ t ¢»¯®«¿¥²±¿

hp�; xi(t)i > hp�; bii +
mX
j=1

�ijhp�; y�j i:

�¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ t! 0, ¯®«³· ¥¬

hp�; xii � hp�; bii+
mX
j=1

�ijhp�; y�j i:(15.1)
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�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ i = i0 ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ±²°®£®¥. �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ¯® ³±«®¢¨¾, ¤«¿ ² ª®£® i ¨¬¥¥¬ ui(xi) > ui(x

�
i ), ¨ ² ª ª ª x

�
i |

²®·ª  ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿ ®£° ¨·¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ui   Bi(p
�), § ª«¾· ¥¬,

·²® xi 62 Bi(p
�), ®²ª³¤  ¨ ¢»²¥ª ¥² ±²°®£®±²¼ ¥° ¢¥±²¢ .

�³¬¬¨°³¿ ¯® i ¥° ¢¥±²¢  (15.1), ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²®
Pl

i=1�ij = 1
¯°¨ ª ¦¤®¬ j, ¯®«³· ¥¬

D
p
�
;

lX
i=1

xi

E
> hp�; bi+

D
p
�
;

mX
j=1

y
�
j

E
:

� ±¨«³ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢¥ª²®°  y� =
Pm

j=1 yj , ¯®«³· ¥¬, ·²® hp�; y�i �
hp�; yi ¤«¿ «¾¡®£® y 2 Y , ¯®½²®¬³ ¤«¿ «¾¡®£® y 2 Y

D
p
�
;

lX
i=1

xi

E
> hp�; b+ yi:(15.2)

� «¥¥, ² ª ª ª  ¡®° x = (x1; : : : ; xl) ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬, ²® ±³-

¹¥±²¢³¥² y 2 Y , ² ª®© ·²®
Pl

i=1 xi � b + y, ¨, § ·¨², ¤«¿ ½²®£® y
¢»¯®«¿¥²±¿ D

p
�
;

lX
i=1

xi

E
� hp�; b+ yi;

·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥° ¢¥±²¢³ (15.2). �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�ª §»¢ ¥²±¿, ¢¥°¥ ¨ ®¡° ²»© °¥§³«¼² ²: ¢±¿ª®¥ ®¯²¨¬ «¼®¥ ¯®
� °¥²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦¥² ³· ±²¢®¢ ²¼ ¢ ª®ª³°¥²®¬ ° ¢®¢¥±¨¨.
� ¨¬¥®, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  15.2 �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ (x�1; : : : ; x
�
l ) ®¯²¨-

¬ «¼® ¯® � °¥²®. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° ¶¥ p
�
¨  ¡®° (y�1 ; : : : ; y

�
m),

y
�
j 2 Yj, ² ª¨¥ ·²®

1)
Pl

i=1 x
�
i � b+

Pm

j=1 y
�
j ;

2) ¯°¨ ª ¦¤®¬ j ¢¥ª²®° y
�
j ¬ ª±¨¬¨§¨°³¥² ´³ª¶¨¾ hp�; yji ¯® ¢±¥¬

yj 2 Yj ;

3) ¯°¨ ª ¦¤®¬ i ¢¥ª²®° x
�
i ¬¨¨¬¨§¨°³¥² ´³ª¶¨¾ hp�; xii ¯® ¢±¥¬

xi 2 Xi ² ª¨¬, ·²® ui(xi) � ui(x
�
i ).

� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 15.2 ¯®²°¥¡®¢ ²¼,
·²®¡» ¤®«¨ �ij ³· ±²¨¿ ¢ ¯°¨¡»«¿µ ° ¢¿«¨±¼ 1=l, ¨ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¨²¼
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 · «¼³¾ ±®¡±²¢¥®±²¼ ² ª, ·²®¡» ®¢ ¿  · «¼ ¿ ±®¡±²¢¥®±²¼
i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ° ¢¿« ±¼

b
0
i = x

�
i �

1

l

mX
j=1

y
�
l ;

²® ¯®±²°®¥»©  ¡®° (x�1; : : : ; x
�
l ; y

�
1; : : : ; y

�
m; p

�) ¡³¤¥² ª®ª³°¥²»¬
° ¢®¢¥±¨¥¬ (¤®ª ¦¨²¥).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 15.2. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥  ¡®°  y�, ³¤®¢«¥-
²¢®°¿¾¹¥£® ¯¥°¢®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¾, ¢»²¥ª ¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯²¨-
¬ «¼®±²¨ ¯® � °¥²®.

�®ª ¦¥¬ ¢²®°®¥ ¨ ²°¥²¼¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿. �®«®¦¨¬ Mi = fxi 2 Xi j
ui(xi) > ui(x

�
i )g. � ª ª ª ¯®²°¥¡¨²¥«¨ ¥ ±»¹ ¥¬», ²® Mi 6= ;. � ±-

±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® G = b+ Y �
Pl

i=1Mi.

�¥¬¬  15.1 �®¦¥±²¢® G ¥ ±®¤¥°¦¨² ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®°
z 2 G, ² ª®© ·²® z � 0. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ y 2 Y

¨ xi 2Mi ¤«¿ ª ¦¤®£® i, ·²®

z = b+ y �
lX

i=1

xi � 0:

� ®¥ ¥° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²®  ¡®° (x1; : : : ; xl) ¤®¯³±²¨¬, ².¥.
¿¢«¿¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬. �¤ ª®, ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦¥±²¢ Mi ¢»-
²¥ª ¥², ·²® ½²®²  ¡®° \«³·¸¥"  ¡®°  x�1; : : : ; x

�
l , ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²

®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯® � °¥²® ¯®±«¥¤¥£®  ¡®° . �¥¬¬  ¤®ª §  .

�¥¬¬  15.2 �®¦¥±²¢® G ¢»¯³ª«®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢  Mi ¢»¯³ª«», ®²ª³¤ 
¬£®¢¥® ¯®«³· ¥¬ ¢»¯³ª«®±²¼ ¬®¦¥±²¢  G.

�³±²¼ x0i ¨ x
00
i | ¤¢¥ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²®·ª¨ ¨§ Mi. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾

¬®¦¥±²¢  Mi, ¨¬¥¥¬ ui(x
0
i) > ui(x

�
i ) ¨ ui(x

00
i ) > ui(x

�
i ). � ±±¬®²°¨¬

¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ xi ¨§ ®²°¥§ª  [x
0
i; x

00
i ]. � ª ª ª ´³ª¶¨¿ ui ¢®£³² ,

²®

ui(xi) � min
�
ui(x

0
i); ui(x

00
i )
�
> ui(x

�
i );

¯®½²®¬³ xi ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² Mi. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.
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�°¨¬¥¿¿ ²¥®°¥¬³ ®¡ ®²¤¥«¨¬®±²¨ ª ¤¢³¬ ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬±¿ ¢»-
¯³ª«»¬ ¬®¦¥±²¢ ¬ G ¨ Rn

+, § ª«¾· ¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ p
�, ·²®

hp�; zi � 0 ¤«¿ ¢±¥µ z 2 G. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ¤«¿ ¢±¥µ xi 2 Mi ¨
¢±¥µ yj 2 Yj ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢®

lX
i=1

hp�; bii +
mX
j=1

hp�; yji �
lX

i=1

hp�; xii:(15.3)

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �Mi § ¬»ª ¨¥ ¬®¦¥±²¢  Mi, ².¥.

�Mi = fxi 2 Xi j ui(xi) � ui(x
�
i )g

�¥¬¬  15.3 �¥° ¢¥±²¢® (15.3) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ² ª¦¥ ¤«¿ «¾¡»µ �xi 2
�Mi ¨ «¾¡»µ yj 2 Yj .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ xi 2 Mi ¨ �xi 2 �Mi. �®«®¦¨¬ xi(t) = (1 �
t)�xi + t xi. � ª ª ª ´³ª¶¨¿ ui(x) ¢®£³² , ¨¬¥¥¬

ui

�
xi(t)

�
� (1� t)ui(�xi) + t ui(xi) > ui(x

�
i ) ¯°¨ 0 < t � 1,

¯®±ª®«¼ª³ ±°¥¤¿¿ · ±²¼ ½²®£® ¥° ¢¥±²¢  ¬¥¿¥²±¿ ¯® t 2 [0; 1] «¨-
¥©® ®² § ·¥¨¿ ui(�xi) � ui(x

�
i ) ¯°¨ t = 0 ¤® § ·¥¨¿ ui(xi) > ui(x

�
i )

¯°¨ t = 1. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ¯°¨ t 2 (0; 1] ¢±¥ ²®·ª¨ xi(t) «¥¦ ² ¢
Mi, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ¨µ ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢® (15.3). �¥°¥µ®¤¿
ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ t ! 0, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¥° ¢¥±²¢® (15.3) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¨
¤«¿ ²®·ª¨ �xi. �®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» § ª®·¥®.

�±¯®¬¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²®  ¡®° (x�1; : : : ; x
�
l ) ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬,

².¥. ±³¹¥±²¢³¥² y� = y
�
1 + : : :+ y

�
m, y

�
i 2 Yi, ¤«¿ ª®²®°®£®

lX
i=1

bi +

mX
j=1

y
�
j �

lX
i=1

x
�
i :

�¬®¦ ¿ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±ª «¿°®   p�, ¯®«³· ¥¬ ¥° ¢¥±²¢®, ¯°®-
²¨¢®¯®«®¦®¥ ¥° ¢¥±²¢³ (15.3). � ª ª ª, ¯® «¥¬¬¥ 15.3, ¥° ¢¥-

±²¢® (15.3) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ �xi 2 �Mi, ¨, ®·¥¢¨¤®, x
�
i 2 �Mi, ¯®«³-

· ¥¬

lX
i=1

hp�; bii+
mX
j=1

hp�; y�j i =
lX

i=1

hp�; x�i i:(15.4)

�§ ±®®²®¸¥¨© (15.3) ¨ (15.4) ¯®«³· ¥¬, ·²®

mX
j=1

hp�; yji �
mX
j=1

hp�; y�j i �
lX

i=1

hp�; xii �
lX

i=1

hp�; x�i i(15.5)
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¤«¿ «¾¡»µ xi 2 �Mi ¨ yj 2 Yj .
�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ¥° ¢¥±²¢® (15.5) xi = x

�
i ¤«¿ ¢±¥µ i = 1; : : : ; l, ¨

yj = y
�
j ¤«¿ ¢±¥µ j, ª°®¬¥ ®¤®£®, ±ª ¦¥¬, j = j0, ¯®«³· ¥¬

hp�; yji � hp�; y�j i ¤«¿ «¾¡®£® yj 2 Yj,

²¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª § ® ¢²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬».
�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ¥° ¢¥±²¢® (15.5) xi = x

�
i ¤«¿ ¢±¥µ i, ª°®¬¥ ®¤®£®,

±ª ¦¥¬ i = i0, ¨ yj = y
�
j ¤«¿ ¢±¥µ j = 1; : : : ;m ¯®«³· ¥¬

hp�; xi0i � hp�; x�i0i ¤«¿ «¾¡®£® xi0 2 �Mi0 ,

²¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª § ® ²°¥²¼¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬». �®ª § ²¥«¼±²¢®
²¥®°¥¬» § ª®·¥®.



�¥ª¶¨¿ 16

�®ª³°¥²®¥

° ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¬®¤¥«¨

� «¼¤ {� ±±¥«¿

�¯¨¸¥¬ ¥¹¥ ®¤³ ¬®¤¥«¼, ¯°¥¤«®¦¥³¾ � ±±¥«¥¬ ¨ ¿¢«¿¾¹³¾±¿ · ±²-
»¬ ±«³· ¥¬ ¬®¤¥«¨ � «¼° ± . �²  ¬®¤¥«¼ ¡«¨§ª  ª ¬®¤¥«¨ � «¼¤ ,
° ±±¬®²°¥®© ¥¹¥ ¢ 30-»µ £®¤ µ. �¥±¬®²°¿   ²®, ·²® ¬®¤¥«¼ � «¼¤ {
� ±±¥«¿ ¿¢«¿¥²±¿ · ±²»¬ ±«³· ¥¬ ¬®¤¥«¨ � «¼° ± , ¬» ¤ ¤¨¬ ¥-
±ª®«¼ª® ¤°³£®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿. �±®¢»¬ °¥-
§³«¼² ²®¬ ¤ ®© «¥ª¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª®-
ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ®¢®¬ ¯®¨¬ ¨¨.

�¤  ¨§ ®±®¢»µ ®²«¨·¨²¥«¼»µ ·¥°² ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ±®-
±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ²¥¯¥°¼ ¬» ¡³¤¥¬ ° §«¨· ²¼ ¯°®¤³ª²» ¯°®¨§¢®¤±²¢ 

¨ ¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°».

�² ª, ¯³±²¼, ª ª ¨ ¢»¸¥, ¨¬¥¥²±¿ n ²¨¯®¢ ²®¢ °®¢, ¨, ¯®½²®¬³,
¯°®±²° ±²¢® ²®¢ °®¢ | ½²® Rn. � ª¦¥ ¨¬¥¥²±¿ l ¯®²°¥¡¨²¥«¥©, ¯°¨-
·¥¬ i-»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬
Xi � Rn, ´³ª¶¨¥© ¤®µ®¤  ¨ ´³ª¶¨¥© ±¯°®± .

� ®²«¨·¨¥ ®² ¬®¤¥«¨ � «¼° ± , £¤¥ i-»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ µ ° ª²¥°¨§®-
¢ «±¿ ¥¹¥ § ¯ ±®¬ bi 2 Xi ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢, ¿¢«¿¢¸¨µ±¿ ²®·ª®© ¢
¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®¬ ¬®¦¥±²¢¥ Xi, ¢ ¬®¤¥«¨ � «¼¤ {� ±±¥«¿ ¯¥°¢¨·»¥
´ ª²®°» ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ \¨§®«¨°®¢ ®" ®² ¯®²°¥¡¨²¥«¥©: ¬» ¯°¥¤-
¯®« £ ¥¬, ·²® ¨¬¥¥²±¿ m ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢, ®¡° §³¾¹¨µ ¯®«®¦¨-
²¥«¼»© ¢¥ª²®° b 2 Rm

+ . �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ ° ¼¸¥ ¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°»,
¯°¨ ¤«¥¦  ¯°®±²° ±²¢³ ²®¢ °®¢, ¨¬¥«¨ ¶¥» p = (p1; : : : ; pn), ²® ²¥-
¯¥°¼ ¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°» ¨¬¥¾² ±¢®¨ ¶¥» v = (v1; : : : ; vm). � ª¨¬
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®¡° §®¬, ¢¥ª²®° ¶¥   ¢±¥ ²®¢ °», ®¡° ¹ ¾¹¨¥±¿ ¢  ¸¥© ½ª®®¬¨ª¥,
° ¢¥ (p; v).

�²±¾¤  ¢»²¥ª ¾² ¨ ¤ «¼¥©¸¨¥ ®²«¨·¨¿. �³ª¶¨¿ ±®¢®ª³¯®£®
±¯°®±  § ¢¨±¨² ²¥¯¥°¼ ®² ¶¥ ¥ ²®«¼ª®   ¯°®¤³ª²» ¯°®¨§¢®¤±²¢ , ®
¨ ®² ¶¥   ¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°», ².¥. ´³ª¶¨¿ ±¯°®±  ¨¬¥¥² ¢¨¤ �(p; v).
�®«¥¥ ²®£®, ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ �(p; v) ¿¢«¿¥²±¿ ®¤-
®§ ·®© ¨ ¥¯°¥°»¢®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬:

�(p; v) =
�
�1(p; v); : : : ;�n(p; v)

�
;

£¤¥ �i(p) | ´³ª¶¨¿ ±¯°®±    i-»© ¯°®¤³ª². � ª¦¥ ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼,
·²® �(p; v) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² § ª®³ � «¼° ±  ¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥, ².¥.

hp;�(p; v)i = hv; bi:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±²®¨¬®±²¼ ¢±¥µ ¯®²°¥¡«¥»µ ²®¢ °®¢ ° ¢  ±²®¨¬®-
±²¨ ¢±¥µ ¨¬¥¢¸¨µ±¿ ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢ (¢ ¤¥¥¦®¬ ®²®¸¥¨¨, ¢±¥
¯¥°¢¨·»¥ ´ ª²®°» ¡»«¨ ¯°¥®¡° §®¢ » ¢ ²®¢ °).

�°®¨§¢®¤±²¢¥»© ±¥ª²®° ¡³¤¥¬ ®¯¨±»¢ ²¼ «¨¥©®© ¬®¤¥«¼¾ �¥®-
²¼¥¢  ± ¬ ²°¨¶¥© A = (aij), i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n, £¤¥ aij | ª®-
«¨·¥±²¢® i-®£® ¯¥°¢¨·®£® ´ ª²®° , ¥®¡µ®¤¨¬®£® ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢ 
¥¤¨¨¶» j-®£® ¯°®¤³ª² . � ª ®¡»·®, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¢±¥ aij
¥®²°¨¶ ²¥«¼», ¨ ·²® ¢ ¬ ²°¨¶¥ A ¥² ³«¥¢»µ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢. �²-
¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ y = (y1; : : : ; yn) | ±®¢®ª³¯®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤-
±²¢¥®£® ±¥ª²®° , ²® ¢¥ª²®° Ay ®¯¨±»¢ ¥² ¯®«»¥ § ²° ²» ¯°®¨§¢®¤-
±²¢¥®£® ±¥ª²®°    ¯°®¨§¢®¤±²¢®  ±±®°²¨¬¥²®£®  ¡®°  y; ¨»¬¨
±«®¢ ¬¨, i- ¿ ª®¬¯®¥²  ¢¥ª²®°  Ay ° ¢  ª®«¨·¥±²¢³ i-®£® ¯¥°¢¨·-
®£® ´ ª²®° , § ²° ·¥®£®   ¯°®¨§¢®¤±²¢®  ¡®°  y. �±²¥±²¢¥®,
¢ °¥ «¼»µ ¬®¤¥«¿µ ª®«¨·¥±²¢  § ²° ·¥»µ ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢ ¥
¤®«¦» ¯°¥¢®±µ®¤¨²¼ ª®«¨·¥±²¢ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢, ².¥.
¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ¥° ¢¥±²¢® Ay � b.

�®²°¥¡³¥¬ ¤®¯®«¨²¥«¼®, ·²®¡» ±¯°®±   ¢±¿ª¨© ²®¢ ° ¢ ²®·®-
±²¨ ±®¢¯ ¤ « ± ¯°¥¤«®¦¥¨¥¬, ².¥. y = �(p; v). �§ ½²®£® ®£° ¨·¥¨¿,
¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»© ±¥ª²®° ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¥±¼
¢¥ª²®° b § ¯ ±  ¯¥°¢¨·»µ ´ ª²®°®¢. �®½²®¬³ ¤®µ®¤» ¯°®¨§¢®¤±²¢¥-
®£® ±¥ª²®°  ° ¢» hp; yi � hv; bi. � ª ª ª hv; bi ¥ § ¢¨±¨² ®² p, ²®
¥±²¥±²¢¥® ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯¨± ¨¾ ®¯²¨¬ «¼®£® ¯®¢¥¤¥-
¨¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©: ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»© ±¥ª²®° ¬ ª±¨¬¨§¨°³¥² ·¨±«®
hp; yi ¯°¨ ®£° ¨·¥¨¿µ Ay � b ¨ y � 0.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ¡®° (y; p; v)  §»¢ ¥²±¿ ª®ª³°¥²»¬ ° ¢®¢¥±¨¥¬

¢ ¬®¤¥«¨ � «¼¤ {� ±±¥«¿, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:
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1) ¢¥ª²®° y ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ±² ¤ °²®© § ¤ ·¨ «¨¥©®£® ¯°®-
£° ¬¬¨°®¢ ¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª-
²®° :

hp; yi ! max;(16.1)

Ay � b; y � 0:

2) ±¯°®± ° ¢¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¾: y = �(p; v); ½²® ³±«®¢¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ¯®¢¥-
¤¥¨¥ ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®£® ±¥ª²®° .

� ±±¬®²°¨¬ ¤¢®©±²¢¥³¾ § ¤ ·³ ª § ¤ ·¥ 16.1:

hv; bi ! min;(16.2)

v A � p; v � 0:

�²³ § ¤ ·³ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ² ª: ²°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ² ª¨¥ ¶¥»,

¯°¨ ª®²®°»µ ° ±µ®¤» hv; bi ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ±¥ª²®°  ¡»«¨ ¬¨¨-
¬ «¼», ¨ ¯°¨ ½²®¬ ¯°¨¡»«¼ ®²±³²±²¢®¢ « .

�¥®°¥¬  16.1 �«¿ ¬®¤¥«¨ � «¼¤ {� ±±¥«¿ ±³¹¥±²¢³¥² ª®ª³°¥²-

®¥ ° ¢®¢¥±¨¥ (y; p; v), ¢ ª®²®°®¬ v ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ 16.2.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥ ´ ª²» ¨§ «¨¥©®£® ¯°®£° ¬-
¬¨°®¢ ¨¿. � ¦¤»© ¢¥ª²®° y, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ®£° ¨·¥¨¿¬ § -
¤ ·¨ (16.1),   ² ª¦¥ ª ¦¤»© ¢¥ª²®° v, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ®£° ¨·¥-
¨¿¬ § ¤ ·¨ (16.2),  §»¢ ¥²±¿ ¤®¯³±²¨¬»¬ ¨«¨ ¯« ®¬. �±«¨ ¬®¦¥-
±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¥ ¯³±²®, ²® § ¤ ·   §»¢ ¥²±¿ ¤®¯³±²¨-

¬®©. �±«¨ § ¤ ·  ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ § ·¥¨¥ ¶¥«¥-
¢®© ´³ª¶¨¨  §»¢ ¥²±¿ § ·¥¨¥¬ § ¤ ·¨. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿
²¥®°¥¬  ¤¢®©±²¢¥®±²¨.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.1 (�¥®°¥¬  ¤¢®©±²¢¥®±²¨) �±«¨ ¯°¿¬ ¿ ¨ ¤¢®©-

±²¢¥ ¿ § ¤ ·¨ «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ ¤®¯³±²¨¬», ²® ®¨ ®¡¥

¨¬¥¾² °¥¸¥¨¿ ¨ ®¤¨ ª®¢»¥ § ·¥¨¿. �±«¨ ®¤  ¨§ § ¤ · ¥¤®¯³-

±²¨¬ , ²® ¢²®° ¿ § ¤ ·  °¥¸¥¨¿ ¥ ¨¬¥¥². �±«¨ ³ ¯°¿¬®© ¨ ¤¢®©-

±²¢¥®© § ¤ ·¨ ¨¬¥¾²±¿ ¤®¯³±²¨¬»¥ ¢¥ª²®° , ¨ § ·¥¨¿ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨µ ¶¥«¥¢»µ ´³ª¶¨©   ½²¨µ ¢¥ª²®° µ ®¤¨ ª®¢», ²® ½²¨ ¢¥ª-

²®°  ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥¨¿¬¨ ½²¨µ § ¤ ·.

� ª ª ª b 2 Rn
+ ®²«¨·¥ ®² ³«¿, ¨ A � 0, ²® y = 0 ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ¥° ¢¥±²¢³ Ay � b, ¯®½²®¬³ § ¤ ·  (16.1) ¤®¯³±²¨¬ . � ª ª ª
A � 0 ¨ ¢ ¬ ²°¨¶¥ A ¥² ³«¥¢»µ ±²°®ª, ²® ¤«¿ «¾¡®£® p ±³¹¥±²¢³¥²
² ª®¥ v 2 Rm

+, ·²® v A � p, ¯®½²®¬³ ¤¢®©±²¢¥ ¿ § ¤ ·  (16.2) ² ª¦¥
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¤®¯³±²¨¬ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¥ § ¤ ·¨ (16.1) ¨ (16.2) ¤®¯³±²¨¬» ¯°¨
«¾¡®¬ p 2 Rn

+. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±®¢ ¿ ¯°®¡«¥¬  | ¯®ª § ²¼, ·²®
±°¥¤¨ °¥¸¥¨© § ¤ · (16.1) ¨ (16.2) ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¥, ª®²®°»¥
¤®¯®«¨²¥«¼® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ y = �(p; v). �«¿ ¤®ª § ²¥«¼-
±²¢  ¯®±«¥¤¥£®, ¬» ¯®±²°®¨¬ ¥ª®²®°®¥ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨
¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥®°¥¬®© � ª³² ¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ² ª ª ª p ¯°¥¤¯®-
« £ ¥²±¿ ®²«¨·»¬ ®² ³«¿,   ¢ ²¥®°¥¬¥ � ª³² ¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ª®¬-
¯ ª²»¥ ¬®¦¥±²¢ ,  ¬ ¯°¨©¤¥²±¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¥ ¢±¥ ¥³«¥¢»¥
¢¥ª²®°  p ¨§ Rn

+,   «¨¸¼ ²¥, ª®²®°»¥ «¥¦ ² ¢ ¥ª®²®°®¬ ª®¬¯ ª²®¬
¯®¤¬®¦¥±²¢¥ ¢ Rn

+, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬  · «® ª®®°¤¨ ². �¥°¥©¤¥¬ ª
¯®¤°®¡®±²¿¬.

�«¿ ³¤®¡±²¢  ¨§«®¦¥¨¿,  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ®°¬  k � k0, ª®²®° ¿,
 ¯®¬¨¬, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª: ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x ¥£® ®°¬  kxk0
° ¢  ±³¬¬¥ ¬®¤³«¥© ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  x:

kxk0 =
X
i

jxij; x = (x1; x2; : : : ):

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ e ¢¥ª²®° ¨§ Rn, ¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ª®²®°®£® ° ¢» 1:
e = (1; : : : ; 1),   ·¥°¥§ a| ¢¥ª²®° ¨§ Rm ¢¨¤  Ae. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, i- ¿
ª®®°¤¨ ²  ¢¥ª²®°  a ° ¢  ±³¬¬¥ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ i-®© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶»
A. � ª ª ª A � 0 ¨ A ¥ ±®¤¥°¦¨² ³«¥¢»µ ±²°®ª, ²® ¢±¥ ª®®°¤¨ ²»
¢¥ª²®°  a ¡®«¼¸¥ ³«¿.

�«¿ ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°  x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ jxj ¢¥ª-
²®° ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ (jx1j; : : : ; jxnj). �²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®° 
x 2 Rn ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢®

kxk0 = hjxj; ei:

�®   «®£¨¨ ± ®°¬®© k � k0, ®¯°¥¤¥«¨¬ ®°¬³ kxka ¢¥ª²®°  x 2 Rn

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

kxka = hjxj; ai:

� ¤ ¤¨¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±«  �, � ¨  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬,

� = min
1�j�n

mX
i=1

aij; � = kbk0;

   | «¾¡®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ² ª®¥ ·²® b � a. � ª ª ª b � 0,
²® ² ª®¥  ±³¹¥±²¢³¥². � ª ª ª ¢ A ¥² ³«¥¢»µ ±²®«¡¶®¢ ¨ ¢¥ª²®°
b 2 Rm

+ ¥ ° ¢¥ ³«¾, ·¨±«  � ¨ � ¯®«®¦¨²¥«¼». �§ ·¨±¥« �, � ¨
 ¯®±²°®¨¬ ·¨±«® � ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: � = �=�. �²® ·¨±«® ¡³¤¥²
®¯°¥¤¥«¿²¼ ±²¥¯¥¼ ®²¤¥«¥®±²¨ ®² ³«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¶¥ p.
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�¥¬¬  16.1 �®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«® �, ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¢»¸¥, ¥ ¯°¥¢®±-

µ®¤¨² 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, b � a, ¯®½²®¬³

� = kbk0 � kak0 = 

X
i;j

aij �  n min
1�j�n

mX
i=1

aij = n� � �;

®²ª³¤  ¨ ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥.

�«¿ ª° ²ª®±²¨, ¯®«®¦¨¬ s = (p; v), ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢»¯³ª«®¥ ª®¬¯ ª²-
®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® S ¢ Rn

+�Rm
+ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

S = fs = (p; v) j p 2 Rn
+; v 2 Rm

+; � � kpk0 � 1; kvka = 1g:

�¬¥® ¤«¿ ½²®£® ¬®¦¥±²¢  S ¬» ¯®±²°®¨¬ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥-
¨¥ ' : S ) S ¨ ¯°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ � ª³² ¨.

�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³¤®¡®¥ ®¡®§ ·¥¨¥. �«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y
¨§ Rm

+ , ² ª¨µ ·²® y 6= 0, ¯®«®¦¨¬

x == y = max
�y�x

�:

�¥¯¥°¼  ·¥¬ ±²°®¨²¼ ° §«¨·»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿. �¥°¢®¥ ¨§ ¨µ |
½²® ®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Z : S ! R

n
+. �®«®¦¨¬

Z(s) =
�
b ==A

�
�(s)

��
�(s):

�¥¬¬  16.2 �²®¡° ¦¥¨¥ Z ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥® ¨ ¥¯°¥°»¢®.

�®«¥¥ ²®£®, ¤«¿ «¾¡®£® s 2 S ¨¬¥¥¬

A
�
Z(s)

�
� b;

¯°¨·¥¬ µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤®© ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°®¢ A
�
Z(s)

�
¨ b ¨¬¥¥²

¬¥±²® ° ¢¥±²¢®. �®½²®¬³ b ==A
�
Z(s)

�
= 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯®±²°®¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ª®°°¥ª²®.
�«¿ ½²®£® ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® �(s) 6= 0, ®²ª³¤ , ¢ ±¨«³ ®²±³²±²¢¨¿ ¢ ¬ -
²°¨¶¥ A ³«¥¢»µ ±²®«¡¶®¢, ¯®«³·¨¬ ¥ ° ¢¥±²¢® ³«¾ ¢¥ª²®° A

�
�(s)

�
.

�² ª, ¯³±²¼ �(s) = 0 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® s 2 S. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ § ª®®¬
� «¼° ±  ¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥: hp;�(p; v)i = hv; bi. �®½²®¬³ hv; bi = 0. �¤-
 ª®, ² ª ª ª b � 0, ¨ kvk0 = 1, ²® hv; bi 6= 0, ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, § ¢¥°¸ -
¾¹¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ª®°°¥ª²®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ Z.

�¥¯°¥°»¢®±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¿ Z ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¢±¥µ
®²®¡° ¦¥¨©, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ Z.
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� «¥¥, ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° A
�
Z(s)

�
=
�
b ==A

�
�(s)

��
A
�
�(s)

�
. �®

®¯°¥¤¥«¥¨¾, ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ A
�
�(s)

�
° ¢¥  ¨¡®«¼¸¥¬³ �, ¯°¨ ª®-

²®°®¬ � A
�
�(s)

�
� b, ¯®½²®¬³ A

�
Z(s)

�
� b.

� ª®¥¶, ¯®±«¥¤¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²® ª®½´´¨¶¨-

¥² ¯°¨ A
�
�(s)

�
, ².¥. ·¨±«®

�
b ==A

�
�(s)

��
|  ¨¡®«¼¸¥¥ ±°¥¤¨ ²¥µ, ¤«¿

ª®²®°»µ � A
�
�(s)

�
� b. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � §®¢¥¬ ¢¥ª²®° y, ¤®¯³±²¨¬»© ¤«¿ § ¤ ·¨ (16.1), ½´-
´¥ª²¨¢»¬, ¥±«¨ b ==A(y) = 1.

�¥¬¬  16.3 �«¿ ½´´¥ª²¨¢®£® ¢¥ª²®°  y ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¥³-

«¥¢®© ¢¥ª²®° p 2 Rn
+, ·²® y ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.1).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ¢¥ª²®° y ½´´¥ª²¨¢»©, ²® ®¤  ¨§ ª®®°¤¨-
 ² ¢¥ª²®°  b, ±ª ¦¥¬ bi, ° ¢  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©, ².¥. i-®©, ª®®°¤¨ ²¥

¢¥ª²®°  Ay. �®«®¦¨¬ p ° ¢»¬ i-®© ±²°®ª¥ ai ¬ ²°¨¶» A. � ±¨«³ ¢»-
¡®°  ¢¥ª²®°  p, ¨¬¥¥¬ hp; yi = bi. �³±²¼ y

0 | ¤°³£®© ¤®¯³±²¨¬»©
¢¥ª²®° § ¤ ·¨ (16.1). � ª ª ª Ay0 � b, ²®

hp; y0i = hai; y0i � bi = hp; yi;

¯®½²®¬³ hp; yi = maxhp; y0i ¯® ¢±¥¬ ¤®¯³±²¨¬»¬ ¢¥ª²®° ¬ y
0. �²® ¨

²°¥¡®¢ «®±¼.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ 
 ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ½´´¥ª²¨¢»µ ¢¥ª²®°®¢ § ¤ ·¨ (16.1).
� ±¨«³ «¥¬¬» 16.2, ¯®±²°®¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Z ¯¥°¥¢®¤¨² ¬®¦¥±²¢®
S ¢ 
.

�®±²°®¨¬ ²¥¯¥°¼ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ P : 
) R
n
+, ±®¯®±² -

¢¨¢ ª ¦¤®¬³ y 2 
 ¬®¦¥±²¢® P (y), ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ p 2 Rn+, ¤«¿
ª®²®°»µ y ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.1). �® «¥¬¬¥ 16.3, ¬®¦¥±²¢®
P (y) ¥ ¯³±²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ y 2 
.

�¥¬¬  16.4 �«¿ «¾¡®£® y ¬®¦¥±²¢® P (y) ¿¢«¿¥²±¿ ª®³±®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ � � 0 ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª-
²®° �p ² ª¦¥ «¥¦¨² ¢ P (y). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ±¨«³ ¡¨«¨¥©®±²¨

±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¥±«¨ ¢¥ª²®° y ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ¬ ª±¨¬³¬ 
´³ª¶¨¨ hp; �i, ²® ¢¥ª²®° y ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ¬ ª±¨¬³¬  ¨ ¤«¿ ´³ª¶¨¨
h�p; �i = �hp; �i. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

� ¤ ¤¨¬ ¥¹¥ ®¤® ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ V : Rn
+ ) R

m
+ , ±®¯®-

±² ¢¨¢ «¾¡®¬³ p 2 Rn
+ ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© § ¤ ·¨ (16.2).
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�®¬¡¨¨°³¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ P ¨ V , ¯®±²°®¨¬ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° -
¦¥¨¥ K : 
 ) R

n� Rm ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �«¿ «¾¡®£® ½´´¥ª²¨¢-
®£® ¢¥ª²®°  y 2 
 ®¯°¥¤¥«¨¬ K(y) ² ª:

K(y) = f(p; v) j p 2 P (y); v 2 V (p)g:

�¥¬¬  16.5 �«¿ «¾¡®£® y 2 
 ¬®¦¥±²¢® K(y) ¿¢«¿¥²±¿ ®²«¨·»¬
®² ³«¿ ª®³±®¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R

n�Rm.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® «¥¬¬¥ 16.3, ±³¹¥±²¢³¥² ¥³«¥-
¢®© p 2 R

n
+, ¤«¿ ª®²®°®£® y ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.1), ².¥.

p 2 P (y). � ¤°³£®© ±²®°®», ®·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 Rn
+, ¢

· ±²®±²¨, ¯°¨ ª ¦¤®¬ p 2 P (y), ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° v 2 Rm
+, ¿¢«¿¾-

¹¨©±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.2), ².¥. v 2 V (p). �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®K(y)
±®¤¥°¦¨² ¥ ²®«¼ª® ³«¥¢®© ¢¥ª²®°.

� «¥¥, ° ±±¬®²°¨¬ «¾¡®© s = (p; v) 2 K(y), ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼-
®¥ � � 0. �» ¤®«¦» ¯®ª § ²¼, ·²® �s = (�p; �v) «¥¦¨² ¢ K(y). �®

«¥¬¬¥ 16.4, P (y) ¿¢«¿¥²±¿ ª®³±®¬, ¨, § ·¨², �p 2 P (y). � ±±¬®²°¨¬
¢¥ª²®° �v. � ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¯³±²¨¬»¬ ¤«¿ § ¤ ·¨ (16.2), ¢ ª®²®°®© ¢
ª ·¥±²¢¥ p ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®° �p. �¥©±²¢¨²¥«¼®, (�v)A � (�p),
² ª ª ª vA � p ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. �°®¬¥ ²®£®, ² ª ª ª y, ¢ ±¨«³
¢»¡®° , ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.1),   v | °¥¸¥¨¥¬ ¤¢®©±²¢¥-
®© § ¤ ·¨ (16.2), ²®, ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 16.1, hp; xi = hv; bi, ¯®½²®¬³
h�p; xi = h�v; bi. �¯¿²¼, ¢ ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 16.1, ¢¥ª²®° �p ¿¢«¿-
¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.2), £¤¥ ¢¬¥±²® p ±²®¨² �p. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨,
�v 2 V (�p). �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�¥¬¬  16.6 �«¿ «¾¡®£® y 2 
 ¬®¦¥±²¢® K(y) ¨ S ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® «¥¬¬¥ 16.5, ¬®¦¥±²¢® K(y) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢»°®-
¦¤¥»¬ ª®³±®¬, ¯®½²®¬³ ¢K(y) ¨¬¥¥²±¿ ¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° s = (p; v).
�«¿ ² ª®£® s ¢¥ª²®° v ² ª¦¥ ®²«¨·¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ¯°®²¨¢®¬
±«³· ¥, ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ vA � p, ¬» ¡» ¨¬¥«¨ p = 0, ¯®½²®¬³ s = 0, ¯°®-
²¨¢®°¥·¨¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¢¥ª²®° s

0 = (p0; v0) =
s=kvka. �® «¥¬¬¥ 16.5, ¢¥ª²®° s0 ² ª¦¥ «¥¦¨² ¢ K(y), ¯®½²®¬³, ¢ · ±²-
®±²¨, v0A � p

0, ¨, § ·¨², kv0Ak0 � kp0k0. � ¤°³£®© ±²®°®», ¿±®,
·²®

kvAk0 = hvA; ei = hv; ai = kvka;
¯®½²®¬³

kv0Ak0 =
 v

kvka
A


0

=
kv Ak0
kvka

= 1;

®²ª³¤  kp0k0 � kv0Ak = 1, ².¥. ¤«¿ ¢¥ª²®°  p
0 ¢»¯®«¿¥²±¿ ¢¥°µ¥¥

¥° ¢¥±²¢® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  S, ²®£¤  ª ª kv0ka = 1.
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�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢® kp0k � �. � ª ª ª
y 2 
, ²® hy; aii � bi, £¤¥,  ¯®¬¨¬, ai ®¡®§ · ¥² i-³¾ ±²°®ª³ ¬ -
²°¨¶» A. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �a ¢¥ª²®° ¨§ Rn

+, ² ª®© ·²® i- ¿ ª®®°¤¨ ² 
½²®£® ¢¥ª²®°  ° ¢ 

Pm
j=1 aij. �ª« ¤»¢ ¿ ®¯¨± »¥ ²®«¼ª® ·²® ¥° -

¢¥±²¢ , ¯®«³· ¥¬
�kyk0 � hy; �ai � �;

¯®½²®¬³ kyk0 � �=�.
�¹¥ ° § ¢®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ¯°¥¤«®¦¥¨¥¬ 16.1, § ª«¾· ¥¬, ·²® hp0; yi =

hv0; bi. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® hp0; yi � kp0k0kyk0, ¯®½²®¬³

kp0k � hp0; yi
kyk0

=
hv0; bi
kyk0

� hv0; bi�=�:

� ª ª ª b � a, ²® hv0; bi � hv0; ai = kv0ka = , ®²ª³¤  kp0k � �=b,
·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. �®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» § ª®·¥®.

� ª®¥¶, ®¯°¥¤¥«¨¬ £« ¢®¥ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ' : S ) S,

¯®«®¦¨¢
'(s) = S \K

�
Z(s)

�
:

�²®¡» ¯°¨¬¥¨²¼ ²¥®°¥¬³ � ª³² ¨, ¬» ¤®«¦» ¤®ª § ²¼, ·²®
®²®¡° ¦¥¨¥ ' ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³. �«¿ ½²®£® ¤®ª ¦¥¬ ± · « 
¯®«³¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¢¥°µ³ ¢±¥µ ®±² «¼»µ ®¯°¥¤¥«¥»µ  ¬¨ ¬®£®-
§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©, ².¥. ®²®¡° ¦¥¨© P , V ¨ K.

�¥¬¬  16.7 �²®¡° ¦¥¨¥ P ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ y 2

, ¤«¿ ª®²®°®£® ®²®¡° ¦¥¨¥ P ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¥¯°¥°»¢»¬ ±¢¥°µ³.
�²® ®§ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥ª®²®°®¥ " > 0 ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼
yi ! y ²®·¥ª ¨§ 
, ² ª¨µ ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¬®¦¥±²¢¥ P (yi) ¨¬¥¥²±¿ ²®·ª 

pi, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ "-®ª°¥±²®±²¨ U ¬®¦¥±²¢  P (y).
� ª ª ª P (y) � R

n
+ | ª®³±, ²® ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¢±¥ pi ³¤®-

¢«¥²¢®°¿¾² ¥ª®²®°»¬ ³±«®¢¨¿¬ ®°¬¨°®¢ª¨,  ¯°¨¬¥°, kpik0 = 1.
�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢±¥ pi «¥¦ ² ¢ ±² ¤ °²®¬ ª®¬¯ ª²®¬ (n�1)-¬¥°®¬
±¨¬¯«¥ª±¥. �®½²®¬³ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ pi ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿-
¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¨, § ·¨², ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨,
¬®¦® ±° §³ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ pi ±µ®¤¨²±¿ ª ¥-

ª®²®°®¬³ p.
� ª ª ª ¢±¥ pi ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥¨¿¬¨ § ¤ ·¨ (16.1), ²® ¤«¿ «¾¡®£®

¤®¯³±²¨¬®£® y0 ¢»¯®«¿¥²±¿ hpi; y0i � hp; yi. �¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³, ¯®«³-
· ¥¬, ·²® hp; y0i � hp; yi, ¯®½²®¬³ p 2 P (y), ¨, § ·¨², ¯°¨ ¤®±² ²®·®
¡®«¼¸¨µ ®¬¥° µ i ¢±¥ ²®·ª¨ pi «¥¦ ² ¢ "-®ª°¥±²®±²¨ U ¬®¦¥±²¢ 
P (y). �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».
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�¥¬¬  16.8 �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ V ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ¤«¿ ¥ª®²®°®£® p ®²®-
¡° ¦¥¨¥ V ¥ ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³. �²® ®§ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥²
² ª®¥ " > 0 ¨ ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ²®·¥ª pi ! p, ·²® ¢ ª ¦¤®¬
¬®¦¥±²¢¥ V (pi) ¨¬¥¥²±¿ ²®·ª  vi, ¥ «¥¦ ¹ ¿ ¢ "-®ª°¥±²®±²¨ U ¬®-
¦¥±²¢  V (p).

�²¬¥²¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ²®·ª  vi ¿¢«¿¥²±¿, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, °¥¸¥¨¥¬
§ ¤ ·¨ (16.2) ¯°¨ p = pi. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ vi ¿¢«¿¥²±¿
®£° ¨·¥®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  v0 2 Rm

+, ² ª®£®
·²® v0 � 0, ¢¥ª²®° v

0
A ² ª¦¥ ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¥, ¯®½²®¬³, ¢ ±¨«³

±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ pi, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥
·¨±«® �, ·²® (�v0)A � pi ¤«¿ «¾¡®£® i. �®«®¦¨¬ h = h�v0; bi. � ª
ª ª vi ¬¨¨¬¨§¨°³¥² ´³ª¶¨¾ hb; �i   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ v 2 Rm

+ , ² ª¨µ
·²® v A � pi, ²® hvi; bi � h (  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤ ¦¥ ±²°®£®¥
¥° ¢¥±²¢®). � ª ª ª b� 0, ²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ v 2 Rm

+ , ¤«¿ ª®²®°»µ
hb; vi � h, ®£° ¨·¥®, ®²ª³¤  ¨ ¢»²¥ª ¥², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ vi
®£° ¨·¥ .

� ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¨§ ®£° ¨·¥®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ vi ±«¥¤³¥²,
·²® ³ ¥¥ ¨¬¥¥²±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª ¥ª®²®°®©
²®·ª¥ v 2 Rm

+ . �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®

± ¬  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ vi ±µ®¤¨²±¿ ª v.

�®ª ¦¥¬, ·²® v 2 V (p), ·²® ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥¬.
�«¿ ½²®£®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¤®±² ²®·® ¢»¿±¨²¼, ·²® v ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥-
¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.2). �¥ª²®° v ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®£° ¨·¥¨¿¬ § ¤ ·¨ (16.2),
² ª ª ª viA � pi,   pi ! p ¨ vi ! v. �®«¥¥ ²®£®, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® § -
·¥¨¥ § ¤ ·¨ (16.2) ¯°¨ p = p

0 ¥¯°¥°»¢® § ¢¨±¨² ®² p0 (¤®ª ¦¨²¥).
�®½²®¬³ ·¨±«® hb; vi ¿¢«¿¥²±¿ § ·¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.2), ¨, § ·¨², v |
°¥¸¥¨¥ ½²®© § ¤ ·¨, ².¥. v 2 V (p), ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¨µ ·¥²»°¥µ ³²¢¥°¦¤¥¨© ®±² ¢«¿¥²±¿ ±«³-
¸ ²¥«¿¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤®¬ ¸¥£® § ¤ ¨¿.

�¥¬¬  16.9 �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ K ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�¥¬¬  16.10 �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ K �Z : S ) R
n�Rm

¯®«³-

¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�¥¬¬  16.11 �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ' : S ) S ¯®«³¥¯°¥°»¢®

±¢¥°µ³.

�¥¬¬  16.12 �«¿ «¾¡®£® s 2 S ¬®¦¥±²¢® '(s) ¥¯³±²® ¨ ¢»¯³ª«®.
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�®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ²¥¯¥°¼ ²¥®°¥¬®© � ª³² ¨, ¯®«³· ¥¬, ·²® ³ ®²®-
¡° ¦¥¨¿ ' ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª , ².¥. ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¶¥»
s
� = (p�; v�), ¤«¿ ª®²®°»µ s� 2 '(s�). �®«®¦¨¬ x

� = �(s�) ¨ ¯®ª -
¦¥¬, ·²® ²°®©ª  (x�; p�; v�) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ° ¢®¢¥±¨¿  ¸¥©
¬®¤¥«¨.

� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ² ª ª ª s� 2 '(s�), ²® s� 2 K
�
Z(s�)

�
. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾

®²®¡° ¦¥¨¿ K, ¢¥ª²®° Z(s�) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.1) ¯°¨
p = p

�,   ¢¥ª²®° v� | °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (16.2) ²®¦¥ ¯°¨ p = p
�. � ¬

®±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® x� = Z(s�).
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ Z, ¨¬¥¥¬

Z(s�) = ��(s�); £¤¥ � = b ==A
�
�(s�)

�
:

�® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 16.1, ¨¬¥¥¬

hZ(s�); p�i = h��(s�); p�i = �h�(s�); p�i = hv�; bi;

®¤ ª® ´³ª¶¨¿ �, ¯® ³±«®¢¨¾, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² § ª®³ � «¼° ± , ¯®-
½²®¬³ �h�(s�); p�i = hv�; bi, ¨, § ·¨², � = 1. �²±¾¤  ¬£®¢¥® § -
ª«¾· ¥¬, ·²® Z(s�) = �(s�) = x

�, ¯®½²®¬³ ²°®©ª  (x� = �(s�); p�; v�)
³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®ª³°¥²®£® ° ¢®¢¥-
±¨¿. �¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .



�¥ª¶¨¿ 17

�®¤¥«¼ ° ¢®¢¥±¨¿ ±

£ ° ²¨°®¢ »¬¨

¤®µ®¤ ¬¨

� ±±¬®²°¨¬ ¢ °¨ ² ¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥, ¢ ª®²®°®© ³·¨²»¢ ¥²±¿ ±®-
¶¨ «¼®¥ ®¡¥±¯¥·¥¨¥. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿  «¨·¨¥ ¥ª®²®°®£® ¶¥²° «¼-
®£® ®°£  ,  ¯°¨¬¥°, £®±³¤ °±²¢ , ª®²®°»© § ¨¬ ¥²±¿ · ±²¨·»¬
¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤®µ®¤®¢ ¢ ¯®«¼§³ ¬ «®®¡¥±¯¥·¥»µ ±«®¥¢  ±¥«¥-

¨¿. �°®¬¥ ²®£®, ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ³ ¯®²°¥¡¨²¥«¥© ¥²

 · «¼®© ±®¡±²¢¥®±²¨ bi.
�°¨ ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ¬®¤¥«¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§ ·¥¨¿,

¢¢¥¤¥»¥ ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥.
�®«®¦¨¬

�j(p) = max
y2Yj

hp; yi; j = 1; : : : ;m

�(p) =

mX
j=1

�j(p) = max
y2Y

hp; yi:

�¥«¨·¨³ d = �(p)=l  §®¢¥¬ ±°¥¤¨¬ ³°®¢¥¬ ¤®µ®¤ , ¯°¨µ®¤¿¹¥£®±¿
  ®¤®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ¯°¨ ¶¥ µ p ( ¯®¬¨¬, ·²®m|½²® ª®«¨·¥±²¢®

¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©,   l | ª®«¨·¥±²¢® ¯®²°¥¡¨²¥«¥©).
� §®¢¥¬ j-®¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¥ °¥² ¡¥«¼»¬ ¯°¨ ¶¥ µ p, ¥±«¨ �j(p) > 0

( ¯®¬¨¬, ·²® ¢ ¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥ ¤®¯³±ª «¨±¼ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿, ¥
¨¬¥¾¹¨¥ ¤®µ®¤®¢). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ J1(p) ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®¬¥°®¢
°¥² ¡¥«¼»µ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¯°¨ ¶¥ µ,   ·¥°¥§ J2(p) | ¬®¦¥±²¢® ®-
¬¥°®¢ ¢±¥µ ®±² ¢¸¨µ±¿ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©.
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� ¬¥· ¨¥. � «¨·¨¥ ¥°¥² ¡¥«¼»µ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¥®²º-
¥¬«¥¬®© · ±²¼¾ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨. �°¨·¥¬ ±³¹¥±²¢³¾² ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿
¨ ´¨°¬», ¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ °¥² ¡¥«¼»¬¨, ® ¢»¯³±ª ¾¹¨¥ ¯°®¤³ª¶¨¾,
¡¥§ ª®²®°®© ¥¢®§¬®¦® ®¡®©²¨±¼. � ª¨¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ®¡»·® ±³¡±¨-
¤¨°³¾²±¿ ¯° ¢¨²¥«¼±²¢®¬.

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤®µ®¤®¢ ®±³¹¥±²¢«¿-
¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ ¨§¢¥±²» ¶¥» p. �®£¤  ¢»¡¥°¥¬ ¥-
ª®²®°®¥ ·¨±«® �, 0 < � � 1, ¨  §®¢¥¬ ·¨±«® �d ¬¨¨¬ «¼»¬ ³°®¢¥¬

¤®µ®¤ . �» µ®²¨¬ ¤®¡¨²¼±¿ ²®£®, ·²®¡» ª ¦¤»© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¯®«³·¨«
¥ ¬¥¼¸¥ ·¥¬ �d ¨§ ¤®µ®¤®¢ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©.

�«¿ ½²®£®, ± ª ¦¤®£® °¥² ¡¥«¼®£® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ¢§¨¬ ¥¬  «®£
¢ ° §¬¥°¥ (1 � �) � 100%. � ª¨¬ ®¡° §®¬, °¥ «¼ ¿ ¯°¨¡»«¼ ª ¦¤®£®
¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ±®±² ¢«¿¥² ��j(p) ³ °¥² ¡¥«¼®£® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿, ¨ 0 | ³
¥°¥² ¡¥«¼®£® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿. �²³ °¥ «¼³¾ ¯°¨¡»«¼ j-®£® ¯°¥¤¯°¨-
¿²¨¿ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ ~�j(p). �±«¨ ¤®µ®¤ i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ®² ³· ±²¨¿

¢ ¯°¨¡»«¿µ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©, ².¥. ¢¥«¨·¨ 
Pm

j=1�ij~�j(p), ¡®«¼¸¥ ¬¨¨-
¬ «¼®£® ³°®¢¿ ¤®µ®¤ , ²® ² ª®© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ±³¡±¨¤¨© ¥ ¯®«³· ¥².
� ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ¥¬³ ¢»¯« ·¨¢ ¥²±¿ ±³¡±¨¤¨¿ ¢ ² ª®¬ ° §¬¥°¥,
·²®¡» ¥£® ¤®µ®¤ ° ¢¿«±¿ ¬¨¨¬ «¼®¬³ ³°®¢¾ ¤®µ®¤ , ².¥. ¢¥«¨·¨¥
�d. �±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ ·¥°¥§ Ki(p) ¤®µ®¤ i-®£® ¯®²°¥¡¨²¥«¿ ®² ³· ±²¨¿
¢ ¯°¨¡»«¿µ ¯°®¨§¢®¤±²¢ , ²® ¢»¸¥±ª § ³¾ ±²° ²¥£¨¾ ¬®¦® § ¯¨-
± ²¼ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«®©:

Ki(p) =

mX
j=1

�ij~�j(p) +max
n
0; �d�

mX
j=1

�ij~�j(p)
o
:

�¤ ª® ¥±«¨ ·¨±«® � ¢»¡° ²¼ ¯°®¨§¢®«¼®, ²® ´¨ ±®¢»© ¡ « ±, ².¥.
§ ª® � «¼° ±  ¢ ³§ª®¬ ±¬»±«¥ ±«®¢ , ¢»¯®«¿²¼±¿ ¥ ®¡¿§ . �®½²®¬³
¬» ¤®«¦» ¢»·¨±«¨²¼ ¯° ¢¨«¼®¥ ·¨±«® � = �(p), ¨±µ®¤¿ ¨§ ±®®²®-
¸¥¨¿

lX
i=1

Ki(p) = �(p):

�¬¥¥¬

�(p) =

lX
i=1

Ki(p) =

lX
i=1

mX
j=1

�ij~�j(p) +

lX
i=1

max
n
0; �d�

mX
j=1

�ij~�j(p)
o
=

�

 X
j2J1(p)

�j(p) +

lX
i=1

max
n
0; d�

mX
j=1

�ij�j(p)
o!

;
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®²ª³¤ 

� = �(p) =
�(p)X

j2J1(p)
�j(p) +

lX
i=1

max
n
0; d�

X
j2J1(p)

�ij�j(p)
o :

�°¥¤¯®« £ ¿, ·²® �(p) > 0, ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® �(p) =
P

j2J1 �j(p), ¯®«³-
· ¥¬ 0 < � � 1.

�¥¬¬  17.1 �³ª¶¨¿ �(p) ¥¯°¥°»¢® § ¢¨±¨² ®² p.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª¶¨¾ �(p) ¬®¦®, ®·¥¢¨¤®, ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:

�(p) =
�(p)

mX
j=1

�j(p) +

lX
i=1

max
n
0; d�

mX
j=1

�ij�j(p)
o =

�(p)

�(p) +

lX
i=1

max
n
0; d�

mX
j=1

�ij�j(p)
o :

� ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢ Yj , ´³ª¶¨¨ �j(p) | ¥¯°¥°»¢» ¯®
p. �°®¬¥ ²®£®, ² ª ª ª ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® �(p) > 0 ¤«¿ «¾¡®£®
¥³«¥¢®£® p, ²® § ¬¥ ²¥«¼ ¢ ³«¼ ¥ ®¡° ¹ ¥²±¿. �®ª § ²¥«¼±²¢®
§ ª®·¥®.

� ¬¥· ¨¥. �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª²  ¢ �¸¬ ®¢¥ | ¥¯° ¢¨«¼-

®¥. � ¨¬¥®, ³²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® p0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿
®ª°¥±²®±²¼ V (p0), ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ p 2 V (p0) ¬®¦¥±²¢  J1(p) ¨
J1(p0) ±®¢¯ ¤ ¾².

� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥°. �³±²¼ n = 1, ².¥. ¨¬¥¥²±¿ ¤¢ 
²®¢ ° . � ±±¬®²°¨¬ ¢ R2 ±² ¤ °²»¥ ª®®°¤¨ ²» (x1; x2). �«¿ ¥-
ª®²®°®£® j ®¯°¥¤¥«¨¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® Yj ¤«¿ j-®£® ¯°®¨§-
¢®¤¨²¥«¿ ª ª ®²°¥§®ª [0; 1]   ®±¨ x

1. � ±±¬®²°¨¬ p0 = (0; 1). �®£¤ 
�j(p0) = 0, ¯®½²®¬³ 1 62 J1(p0). �¤ ª® ¤«¿ «¾¡®£® p = (p1; p2) 2 R2

+,
¡«¨§ª®£® ª p0 ¨ ² ª®£®, ·²® p1 6= 0, ¨¬¥¥¬ �(p) > 0, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ¢±¥µ
² ª¨µ p ¨¬¥¥¬: 1 2 J1(p).

�§ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ �(p) ¢»²¥ª ¥² ¥¯°¥°»¢®±²¼ ´³ª¶¨©
~�j(p) ¨,  ª®¥¶, ¥¯°¥°»¢®±²¼ ´³ª¶¨© Ki(p).

�¥¬¬  17.2 �³ª¶¨¨ Ki(p) ¿¢«¿¾²±¿ ®¤®°®¤»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ±²¥-

¯¥¨ 1.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª¶¨¿ �(p) ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®°®¤®© ±²¥¯¥¨ 0. �²®
¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£® ´ ª² , ·²® ´³ª¶¨¨ �j(p) ®¤®°®¤» ±²¥¯¥¨ 1, ¨
±°¥¤¨© ³°®¢¥¼ ¤®µ®¤  d = d(p) = �(p)=l ² ª¦¥ ®¤®°®¤  ±²¥¯¥¨ 1.
�²±¾¤  ±° §³ ¢»²¥ª ¥² ®¤®°®¤®±²¼ ±²¥¯¥¨ 1 ¤«¿ ´³ª¶¨© Ki(p).
�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�³ª¶¨¨ ±®¢®ª³¯®£® ±¯°®±  �(p) ¨ ±®¢®ª³¯®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 	(p)
¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ®¡¹¥© ¬®¤¥«¨ � «¼° ± . �¤ ª® ²¥¯¥°¼,
¢ ±¢¿§¨ ± ®±®¡¥®±²¿¬¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨, ¢¥±¥¬ ¥¡®«¼¸®¥
¨§¬¥¥¨¥ ¢ ®¡®§ ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ �, ³·²¿ ¥¥ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² �(p).

�«¿ ½²®£®, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ (p) = 1��(p) ¢¥«¨·¨³, ®¯°¥¤¥«¿¾¹³¾
 «®£   ¯°¨¡»«¨ °¥² ¡¥«¼»µ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯°¨
´®°¬³«¨°®¢ª¥ ¯®¿²¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨, ¬» ¥
¡³¤¥¬ a priori ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ (p) ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¨±µ®¤¿ ¨§
¨§¢¥±²»µ ¤®µ®¤®¢ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ² ª, ª ª ¬» ½²® ¯°®¤¥« «¨ ° ¼¸¥
¤«¿ ´³ª¶¨¨ �(p). �®½²®¬³, ±·¨² ¿ ¨§ · «¼® § ¤ ®© ´³ª¶¨¾
(p), ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ´³ª¶¨¾ ±®¢®ª³¯®£® ±¯°®±  ·¥°¥§ �(p; (p)).

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥²¢¥°ª  (x�; y�; p�; �)  §»¢ ¥²±¿ ±®±²®¿¨¥¬ ° ¢-

®¢¥±¨¿ ¢ ¬®¤¥«¨ ± £ ° ²¨°®¢ »¬¨ ¤®µ®¤ ¬¨, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿
±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿:

x
� 2 �(p�; �); y

� 2 	(p�);

x
� � y

�
; hp�; x�i = hp�; y�i:

�¤¥±¼ x
� 2 X | ±®¢®ª³¯»© ±¯°®±, y� 2 Y | ±®¢®ª³¯®¥ ¯°¥¤«®-

¦¥¨¥, p� 2 Rn
+, p

� 6= 0, | ¢¥ª²®° ¶¥, ¨ 
� | ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®,

0 < 
� � 1, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥¥ ¢¥«¨·¨³  «®£    ¯°¨¡»«¼ °¥² ¡¥«¼»µ

¯°¥¤¯°¨¿²¨©.

� «®£¨·® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª®ª³°¥²®£® ° ¢®-
¢¥±¨¿ ¢ ¬®¤¥«¨ �°°®³{�¥¡°¥, ¯®«³· ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  17.1 �³±²¼ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿:

1) ¯®²°¥¡¨²¥«¼±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® Xi � Rn
+ ¢»¯³ª«® ¨ § ¬ª³²®, ¯°¨-

·¥¬ ¥±«¨ x
s 2 Xi | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ² ª ¿ ·²® kxsk ! 1

¯°¨ s!1, ²® ª ¦¤ ¿ ª®®°¤¨ ²  ²®·¥ª x
s
² ª¦¥ ±²°¥¬¨²±¿

ª ¡¥±ª®¥·®±²¨;

2) ¯°¨ ª ¦¤®¬ i ´³ª¶¨¿ ±¯°®±  ui(x) ¥¯°¥°»¢  ¨ ¢®£³²    Xi;

3) ¢±¿ª¨© ¯®²°¥¡¨²¥«¼ ¥ ±»¹ ¥¬;
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4) ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¥ ¬®¦¥±²¢  Yj ª®¬¯ ª²» ¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¨µ ±®-

¤¥°¦¨² 0;

5) ±®¢®ª³¯®¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®¥ ¬®¦¥±²¢® Y =
Pm

j=1 Yj ¢»¯³ª«® ¨

±®¤¥°¦¨² ¢¥ª²®° �y � 0.

�®£¤  ¢ ¬®¤¥«¨ ± £ ° ²¨°®¢ »¬¨ ¤®µ®¤ ¬¨ ±³¹¥±²¢³¥² ±®±²®¿¨¥

° ¢®¢¥±¨¿ (x�; y�; p�; �), ² ª®¥ ·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ i ¨¬¥¥¬ Ki(p
�) > 0.
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�¥ª¶¨¿ 18

�¥®°¨¿ ¨£°. � ¢®¢¥±¨¥

�½¸ 

� ¤ ®© «¥ª¶¨¨ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ½«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ¨£°. �²  ²¥®°¨¿
¨¬¥¥² ¬®£®·¨±«¥»¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¢ ½ª®®¬¨ª¥,  ¯°¨¬¥°, ¯°¨ °¥¸¥-
¨¨ § ¤ · ® ¡®°¼¡¥ ´¨°¬ §  °»ª¨ ±¡»² , ¨«¨, ±ª ¦¥¬, ¯°¨ ®¯²¨¬ «¼-
®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ¬®¹®±²¥©, ¯°¨·¥¬ ª ª ¢ ³±«®-
¢¨¿µ, ª®£¤  ®±®¢»¥ ¯ ° ¬¥²°» ±¨±²¥¬» ¨§¢¥±²» ²®·®, ² ª ¨ ¯°¨
· ±²¨·®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ³· ±²¨ª¨ ½ª®®¬¨ª¨ ¬®-
£³² ¢»¡¨° ²¼ ° §«¨·»¥ ±²° ²¥£¨¨ ±¢®¥£® ¯®¢¥¤¥¨¿ (½²®, ±®¡±²¢¥®
£®¢®°¿, ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ª«¾·¥¢®© ®±®¡¥®±²¼¾ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²¥®°¨¨).
�¤ ª®, ¥ ¢±¥ ±²° ²¥£¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬¨:  ¯°¨¬¥°, ¯°¨
¡®«¥¥ ¯°®¤³¬ »µ ¤¥©±²¢¨¿µ ®¤  ´¨°¬  ¬®¦¥² ¡»±²°¥¥ ¢»²¥±¨²¼
¤°³£³¾ ± °»ª  ±¡»² , ¨«¨, ±ª ¦¥¬, ¯®«³·¨²¼ ¡®«¼¸³¾ ¯°¨¡»«¼. �¥«¼
²¥®°¨¨ ¨£° | ¢»¿±¨²¼, ±³¹¥±²¢³¾² «¨ ² ª¨¥ ®¯²¨¬ «¼»¥ ±²° ²¥-
£¨¨, ¨ ¥±«¨ ¤ ,  ³·¨²¼±¿ ®¯°¥¤¥«¿²¼, ª ª®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°¨ § ¤ »µ
³±«®¢¨¿µ ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¥¥ ¢»£®¤»¬, ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨,  ³·¨²¼±¿ ¢»-
·¨±«¿²¼ ®¯²¨¬ «¼»¥ ±²° ²¥£¨¨.

�±²¥±²¢¥®, ª ¦¤»© ³· ±²¨ª ¨£°» ±²°¥¬¨²±¿ ¤¥©±²¢®¢ ²¼ ®¯²¨-
¬ «¼»¬ ¤«¿ ±¥¡¿ ®¡° §®¬. �±«¨ ¢ ¨£°¥ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿,
¯°¨ ª®²®°®© ª ¦¤»© ³· ±²¨ª ¤¥©±²¢³¥² ®¯²¨¬ «¼»¬ ®¡° §®¬, ²®
½²  ±¨²³ ¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ° ¢®¢¥±®©. �®¨±ª ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ¨£°¥ |
½²® ®¤  ¨§ ®±®¢»µ § ¤ · ²¥®°¨¨ ¨£°. �ª §»¢ ¥²±¿, ¤«¿ ¸¨°®ª®£®
ª« ±±  ¨£° ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿,  §»-
¢ ¥¬³¾ ²¥®°¥¬®© �½¸ . � ¬¥· ²¥«¼»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® ¯°¨
¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» �½¸  ¬» ¢®¢¼ ¨±¯®«¼§³¥¬ ³¦¥ ¥®¤®ª° ²®
¯°¨¬¥¥³¾ ²¥®°¥¬³ � ª³² ¨ ® ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ ¬®£®§ ·®£®

103



104

®²®¡° ¦¥¨¿. �¥°¥©¤¥¬ ª ¯®¤°®¡®±²¿¬.

1 �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ²¥®°¨¨ ¨£°

�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¡¥±ª® «¨¶¨®»¥ ¨£°»,
².¥. ¨£°», ¢ ª®²®°»µ ª ¦¤»© ³· ±²¨ª ±²°¥¬¨²±¿ ¯®«³·¨²¼  ¨¡®«¼-
¸¨© ¢®§¬®¦»© ¨¤¨¢¨¤³ «¼»© ¢»¨£°»¸. �£°», ¢ ª®²®°»µ ¤¥©±²¢¨¿
¨£°®ª®¢  ¯° ¢«¥»   ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¾ ¢»¨£°»¸¥© ª®««¥ª²¨¢®¢ (ª® -
«¨¶¨©) ¡¥§ ¯®±«¥¤³¾¹¥£® ¨µ ° §¤¥«¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¨£°®ª ¬¨,  §»¢ ¾²±¿
ª® «¨¶¨®»¬¨. �¥®°¨¿ ª® «¨¶¨®»µ ¨£° ¢¥±¼¬  ±«®¦ , ¨ ¢ ¤ ®¬
ª³°±¥ ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¥ ¡³¤¥².

� ¦¤ ¿ ¡¥±ª® «¨¶¨® ¿ ¨£°  µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ®¡º-
¥ª² ¬¨.

� �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¨£°®ª®¢, ª®²®°®¥ ¯°¥¤¯®« £ -
¥²±¿ ª®¥·»¬ ¨ § ³¬¥°®¢ »¬: I = f1; : : : ; ng.

� �«¿ ª ¦¤®£® ¨£°®ª  i 2 I § ¤ ¤¨¬ ¬®¦¥±²¢® Si ¢®§¬®¦»µ ¤¥©-
±²¢¨©,  §»¢ ¥¬»µ ±²° ²¥£¨¿¬¨.

� �³±²¼ S ®¡®§ · ¥² ¤¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®¦¥±²¢ Si:

S = S1 � � � � � Sn:

�·¨² ¿, ·²® ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¨£°» ª ¦¤»© ¨£°®ª ¢»¡¨° ¥² ¥ª®²®-
°³¾ ±²° ²¥£¨¾, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ª®ª°¥² ¿ ±¨²³ ¶¨¿,
±ª« ¤»¢ ¾¹ ¿±¿ ¢ ¨£° , § ¤ ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ s = (s1; : : : ; sn), £¤¥
si 2 Si. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® S| ½²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢®§-
¬®¦»µ ±¨²³ ¶¨© ¨£°».

� �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Hi ¯°®¨§¢®«¼³¾ ´³ª¶¨¾, § ¤ ³¾   ¬®-
¦¥±²¢¥ S. �³ª¶¨¨ Hi ¬» ¡³¤¥¬ ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ´³ª¶¨¨
¢»¨£°»¸  i-®£® ¨£°®ª : ¥±«¨ ¢ ¨£°¥ ±«®¦¨« ±¼ ±¨²³ ¶¨¨ s 2 S,
²® Hi(s) ° ¢® ¢»¨£°»¸³ i-®£® ¨£°®ª  ¢ ½²®© ±¨²³ ¶¨¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»  §®¢¥¬ ¡¥±ª® «¨¶¨®®© ¨£°®© � ±«¥¤³¾¹³¾
²°®©ª³ ®¡º¥ª²®¢:

� =


I; fSigi2I ; fHigi2I

�
;

£¤¥ I | ¬®¦¥±²¢® ¨£°®ª®¢, Si | ¬®¦¥±²¢® ±²° ²¥£¨© i-®£® ¨£°®ª 
¨ Hi | ´³ª¶¨¿ ¢»¨£°»¸  i-®£® ¨£°®ª .

�³ª¶¨¿ H(s) =
P

i2I Hi(s), ®¯°¥¤¥«¥ ¿   ¬®¦¥±²¢¥ S,  §»-
¢ ¥²±¿ ±³¬®© ¨£°» �. �£°  �  §»¢ ¥²±¿ ¨£°®© ± ¯®±²®¿®© ±³¬¬®©,



�±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 105

¥±«¨ ´³ª¶¨¿ H ¯®±²®¿ . � ¦»¬ · ±²»¬¨ ±«³· ¥¬ ¨£°» ± ¯®±²®-
¿®© ±³¬¬®© ¿¢«¿¥²±¿ ¨£°  ± ³«¥¢®© ±³¬¬®©, ².¥. ª®£¤  H = 0. �±«¨
¢ ¨£°¥ ± ³«¥¢®© ±³¬¬®© ³· ±²¢³¥² °®¢® ¤¢  ¨£°®ª , ²® ² ª ¿ ¨£° 
 §»¢ ¥²±¿  ² £®¨±²¨·¥±ª®©. �±®, ·²®, ¨£° ¿ ¢  ² £®¨±²¨·¥-
±ª³¾ ¨£°³, ¢ ª ¦¤®© ±¨²³ ¶¨¨ ª ¦¤»© ¨§ ¤¢³µ ¨£°®ª®¢ ¢»¨£°»¢ ¥²
±²®«¼ª®, ±ª®«¼ª® ¯°®¨£°»¢ ¥² ¥£®  ¯ °¨ª.

� «¥¥, ®¯°¥¤¥«¨¬ ±®±²®¿¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ¨£°¥ �. �«¿ ½²®£® ¢¢¥¤¥¬
±«¥¤³¾¹¨¥ ²° ¤¨¶¨®»¥ ®¡®§ ·¥¨¿. �³±²¼ s | ¥ª®²®° ¿ ±¨²³ -
¶¨¿, ².¥. s 2 S, ¨ si | ½²® i- ¿ ª®¬¯®¥²  ¢¥ª²®°  s, ².¥. ±²° ²¥£¨¿
i-®£® ¨£°®ª  ¢ ±¨²³ ¶¨¨ s. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ±²° ²¥£¨¾ s

0
i ¨£°®ª 

i. �®£¤  ·¥°¥§ s k s0i ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ±¨²³ ¶¨¾, ¯®«³·¥³¾ ¨§ ±¨²³-
 ¶¨¨ s § ¬¥®© ±²° ²¥£¨¨ si   s

0
i (±²° ²¥£¨¨ ¢±¥µ ¨£°®ª®¢, ®²«¨·»µ

®² i-®£®, ®±² ¾²±¿ ¥¨§¬¥»¬¨).

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨²³ ¶¨¿ s ¢ ¨£°¥ �  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¥¬«¥¬®© ¤«¿ ¨£°®ª 
i, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¥£® ±²° ²¥£¨¨ s0i ¢»¯®«¿¥²±¿:

Hi(s k s0i) � Hi(s):

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ ¨£°®ª i, ¨§¬¥¨¢ ±¢®¾ ±²° ²¥£¨¾, ¥
¬®¦¥² ³¢¥«¨·¨²¼ ±¢®¥£® ¢»¨£°»¸ .

�¨²³ ¶¨¿ s, ¯°¨¥¬«¥¬ ¿ ¤«¿ ¢±¥µ ¨£°®ª®¢,  §»¢ ¥²±¿ ±¨²³ ¶¨¥©

° ¢®¢¥±¨¿. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±¨²³ ¶¨¿ s 2 S ° ¢®¢¥± ¿, ¥±«¨ ¨
²®«¼ª® ¥±«¨

Hi(s k s0i) � Hi(s);

¤«¿ «¾¡®£® ¨£°®ª  i 2 I.

� ¬¥· ¨¥. �®¿±¨¬ ¢ ¦®±²¼ ¯®¨±ª  ° ¢®¢¥±»µ ±¨²³ ¶¨©. �«¿
½²®£® § ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ° ¢®¢¥± ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¬¥²®¬ ¤®-
£®¢®°  ¬¥¦¤³ ¨£°®ª ¬¨, ²® ¨ ®¤¨ ¨£°®ª ¥ § ¨²¥°¥±®¢  ¢ ®²ª«®-
¥¨¨ ®² ¥¥ (®² ¤®£®¢®° ). �±«¨ ¦¥ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤®£®¢®°  § ´¨ª±¨-
°®¢   ¥° ¢®¢¥± ¿ ±¨²³ ¶¨¿, ²®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾,  ©¤¥²±¿ ¨£°®ª,
§ ¨²¥°¥±®¢ »© ¢  °³¸¥¨¨ ½²®£® ¤®£®¢®° .

� ¬¥· ¨¥. �¯°¥¤¥«¥ ¿ ¢»¸¥ ° ¢®¢¥± ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¨®£¤   §»-
¢ ¥²±¿ ° ¢®¢¥±¨¥¬ �½¸ . �²® ° ¢®¢¥±¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥±²¥±²¢¥»¬

®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¥® ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ Rn-§ ·»µ ®²®¡° ¦¥¨©, § -
¤ »µ   ¤¥ª °²®¢®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ ¯°®¨§¢®«¼»µ n ¬®¦¥±²¢. �
¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨¿µ ¬» ³¦¥ ¢±²°¥· «¨±¼ ± ½ª±²°¥¬ «¼»¬¨ ²®·ª ¬¨
² ª¨µ ®²®¡° ¦¥¨©, ®¯°¥¤¥«¨¢ ¯®¿²¨¥ ®¯²¨¬³¬®¢ � °¥²®. �²¬¥²¨¬,
·²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° ¢®¢¥±¨¥ �½¸  ¨ ®¯²¨¬³¬» � °¥²® | ½²® ° §-
»¥ ²®·ª¨. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥°.
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�³±²¼ S1 = f1; 2g, S2 = f1; 2g, S = S1 � S2, H(s) = fH1(s);H2(s)g, ¨

H(1; 1) = (2; 1); H(1; 2) = (3; 1); H(2; 1) = (1; 3); H(2; 2) = (4; 2):

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ®¯²¨¬³¬» � °¥²® | ½²® ²®·ª¨ (1; 3) ¨ (4; 2). �²®¡»
®¯¨± ²¼ ° ¢®¢¥±¨¿ �½¸ , ®¡®§ ·¨¬ k-³¾ ª®®°¤¨ ²³ ²®·ª¨ H(i; j)
·¥°¥§ H(i; j)[k].

�¥¬¬  18.1 �«¿ ®¯°¥¤¥«¥®© ´³ª¶¨¨ H ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª®© ° ¢-

®¢¥±¨¿ �½¸  ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª  (1; 1).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®, ·²® ½²  ²®·ª  ° ¢®¢¥± ¿, ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³-
¾¹¨µ ¤¢³µ ¥° ¢¥±²¢:

2 = H(1; 1)[1] � H(2; 1)[1] = 1;

1 = H(1; 1)[2] � H(1; 2)[2] = 1:

�±² «¼»¥ ²®·ª¨ ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ° ¢®¢¥±»¬¨ ¢ ±¨«³ ±«¥¤³¾¹¨µ ¥° -
¢¥±²¢, ¯°®²¨¢®°¥· ¹¨µ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ° ¢®¢¥±¨¿:

3 = H(1; 2)[1] < H(2; 2)[1] = 4;

1 = H(2; 1)[1] < H(1; 1)[1] = 2;

2 = H(2; 2)[2] < H(2; 1)[2] = 3:

�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �²° ²¥£¨¿ ¨£°®ª   §»¢ ¥²±¿ ° ¢®¢¥±®©, ¥±«¨ ® 
¢µ®¤¨² µ®²¿ ¡» ¢ ®¤® ° ¢®¢¥±®¥ ±®±²®¿¨¥.

� §®®¡° §¨¥ ¡¥±ª® «¨¶¨®»µ ¨£° ¤¥« ¥² ¦¥« ²¥«¼»¬ ®¡º¥¤¨¥-
¨¥ ¨µ ¢ ² ª¨¥ ª« ±±», ·²® ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ®¤®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ª« ±±³
¨£°» ®¡« ¤ ¾² ®¤¨¬¨ ¨ ²¥¬¨ ¦¥ ®±®¢»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. �³±²¼ �0

¨ �00 | ¤¢¥ ¡¥±ª® «¨¶¨®»µ ¨£°» ± ®¤¨¬¨ ¨ ²¥¬¨ ¦¥ ¬®¦¥±²¢ ¬¨
¨£°®ª®¢ ¨ ±²° ²¥£¨© (².¥. ®²«¨· ¾¹¨¥±¿ ²®«¼ª® ´³ª¶¨¿¬¨ ¢»¨£°»¸ ).
�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ H0

i ¨ H
00
i ´³ª¶¨¨ ¢»¨£°»¸  i-®£® ¨£°®ª  ¢

¨£°¥ �0 ¨ �00 ±®®²¢¥²±²¢¥®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �£°» �0 ¨ �00  §»¢ ¾²±¿ ±²° ²¥£¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²-
»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ·¨±«® k > 0 ¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® i ² ª¨¥ ·¨±« 
ci, ·²® ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿:

H
00
i (s) = kH

0
i(s) + ci; 8s 2 S; 8i 2 I:

� ¤ ·  18.1 �®ª § ²¼, ·²® ±²° ²¥£¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¨£°» ¨¬¥¾²

®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ±¨²³ ¶¨¨ ° ¢®¢¥±¨¿.
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� ¤ ·  18.2 �®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª ¿ ¨£°  ± ¯®±²®¿®© ±³¬¬®© ±²° -

²¥£¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²  ¥ª®²®°®© ¨£°¥ ± ³«¥¢®© ±³¬¬®©.

�£°  �  §»¢ ¥²±¿ ª®¥·®©, ¥±«¨ ª®¥·» ¬®¦¥±²¢  Si ±²° ²¥£¨©
¢±¥µ ¨£°®ª®¢ i 2 I ½²®© ¨£°». � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ¨£°  �  §»¢ ¥²±¿
¡¥±ª®¥·®©.

� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°» ª®¥·»µ ¨£°.

2 �®¥·»¥ ¨£°»

� §¡¥°¥¬ ± · «  ¨£°³ �, ¢ ª®²®°®© ¯°¨¨¬ ¾² ³· ±²¨¥ °®¢® ¤¢ 
¨£°®ª . �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ S0 ¨ S00 ¬®¦¥±²¢  ±²° ²¥£¨© ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®-
°®£® ¨£°®ª®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¨ ¯³±²¼ H

0 ¨ H
00 | ½²® ´³ª¶¨¨ ¢»-

¨£°»¸  ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® ¨£°®ª . �±«¨ S0 ±®±²®¨² ¨§
m ½«¥¬¥²®¢,   S00 | ¨§ n ½«¥¬¥²®¢, ²®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ´³ª¶¨¨
H
0 ¨ H00 ¬®¦® § ¤ ²¼ ¥ª®²®°»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ A0 ¨ A00 ° §¬¥°  m�n,

£¤¥ (i; j)-»© ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» A
0 ° ¢¥ H

0(s0i; s
00
j ),   (i; j)-»© ½«¥¬¥²

¬ ²°¨¶» A
00 ° ¢¥ H00(s0i; s

00
j ), s

0
i 2 S0, s00j 2 S

00. �¯¨± »¥ ²®«¼ª® ·²®
¨£°»  §»¢ ¾²±¿ ¡¨¬ ²°¨·»¬¨.

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¡¨¬ ²°¨·®© ¨£°» ¢ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥.

� ¤ ·  18.3 (�¨«¥¬¬  ¡ ¤¨² ) �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¨£°®ª ¬¨ 1 ¨
2 ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¥±²³¯¨ª¨,  µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®¬ § ª«¾·¥-

¨¨ ¯® ¯®¤®§°¥¨¾ ¢ ²¿¦ª®¬ ¯°¥±²³¯«¥¨¨, ¯°¨·¥¬ ¯°¿¬»µ ³«¨ª  

¨µ ¥², ¨ °¥§³«¼² ² § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ±®§ ¾²±¿ ®¨ ¨«¨ ¥².

�³±²¼ ¨¬¥¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢®§¬®¦®±²¨:

1) ¥±«¨ ®¡  ¯°¥±²³¯¨ª  ±®§ ¾²±¿, ²® ®¨ ¯®«³· ² ¯® 8 «¥² (¯°¨-
§ ¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±¬¿£· ¾¹¨¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬);

2) ¥±«¨ ®¡  ¥ ±®§ ¾²±¿, ²® ¯®«³· ² ¯® 1 £®¤³ (±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¤®ª -
¦¥² ¨µ ¢¨®¢®±²¼ ¢ ±®¢¥°¸¥¨¨ ¬¥¥¥ § ·¨²¥«¼®£® ¯°¥±²³¯-

«¥¨¿);

3) ¥±«¨ ±®§ ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ¨§ ¨µ, ²® ® ¡³¤¥² ¢»¯³¹¥,   ¢²®-

°®© | ®±³¦¤¥   10 «¥².

�·¨² ¿, ·²® ¯°¥±²³¯¨ª¨ ¢»¡¥°³² ®¯²¨¬ «¼®¥ ¤«¿ ¨µ °¥¸¥¨¥,

¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ° ¢®¢¥±»¬, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨±µ®¤ ±«¥¤±²¢¨¿.

�¨¬ ²°¨· ¿ ¨£°  ± ³«¥¢®© ±³¬¬®© ¿¢«¿¥²±¿ · ±²»¬ ±«³· ¥¬  -
² £®¨±²¨·¥±ª®© ¨£°» ¨  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨·®©. �®±«¥¤¥¥ ®¡º¿±¿-
¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¬ ²°¨¶  A00 ¢»¨£°»¸  ¢²®°®£® ¨£°®ª  ®¤®§ ·® ¢»·¨-
±«¿¥²±¿ ¯® ¬ ²°¨¶¥ A0 ¢»¨£°»¸  ¯¥°¢®£® ¨£°®ª : A00 = �A0. � ²°¨¶ 
A
0  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ¢»¨£°»¸¥© ¬ ²°¨·®© ¨£°» �.
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� ¬¥· ¨¥. �«¿ ¬ ²°¨·®© ¨£°» � ± ¬ ²°¨¶¥© ¢»¨£°»¸¥© A ¯°¨-
¿²® ³¬¥°®¢ ²¼ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶»A ®¬¥° ¬¨ ±²° ²¥£¨© ¯¥°¢®£® ¨£°®ª ,
  ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» A | ®¬¥° ¬¨ ±²° ²¥£¨© ¢²®°®£® ¨£°®ª . �±«¨
A = faijg, ²®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ±®±²®¿¨¥ (i�; j�) ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢®¢¥±-
»¬, ¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ i ¨ j ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®-
¢¨¥:

aij� � ai�j� � ai�j:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ai�j� ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¼¸¨¬ ½«¥¬¥²®¬ ¢ ±²®«¡¶¥ ± ®-
¬¥°®¬ j

� (².¥. i� |  ¨«³·¸ ¿ ±²° ²¥£¨¿ ¯¥°¢®£® ¨£°®ª  ¯°¨ ´¨ª±¨-
°®¢ ®© ±²° ²¥£¨¨ j� ¢²®°®£® ¨£°®ª ), ¨ ai�j� ¿¢«¿¥²±¿  ¨¬¥¼¸¨¬
½«¥¬¥²®¬ ¢ ±²°®ª¥ ± ®¬¥°®¬ i

� (².¥. j� |  ¨«³·¸ ¿ ±²° ²¥£¨¿ ¢²®-
°®£® ¨£°®ª  ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®© ±²° ²¥£¨¨ i� ¯¥°¢®£® ¨£°®ª ). � ª¨¥
²®·ª¨ ¢ ²¥®°¨¨ ¨£°  §»¢ ¾² ±¥¤«®¢»¬¨.

�±«®¢¨¥ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ª°¨²¥°¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ¢-
®¢¥±¨¿ ¢ ¬ ²°¨·®© ¨£°¥.

� ¤ ·  18.4 �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¬ ²°¨·®© ¨£°¥ � ± ¬ ²°¨¶¥© A =
faijg ±³¹¥±²¢³¥² ° ¢®¢¥±¨¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿-

¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥:

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij:

3 �¥±ª®¥·»¥ ¨£°»

�® ¬®£¨µ ¥±²¥±²¢¥»µ ¨ ®¡¹¥±²¢¥»µ  ³ª µ ¸¨°®ª®¥ ° ±¯°®±²° -
¥¨¥ ¯®«³·¨« ¯°¨¥¬, § ¬¥¿¾¹¨© ° ±±¬®²°¥¨¥ ª®¥·»µ ¬®¦¥±²¢
± ®·¥¼ ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ½«¥¬¥²®¢ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ ¡¥±ª®¥·»µ ¬®-
¦¥±²¢. �²®² ¯°¨¥¬ ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨¬¥¿²¼ ª ¸¨°®ª®¬³ ª« ±±³ § ¤ ·
¬®¹»©  ¯¯ ° ² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®   «¨§ .

�°®¬¥ ²®£®, ¡¥±ª®¥·»¥ ¨£°» ¢®§¨ª ¾² ¢ °¥§³«¼² ²¥ § ¬¥ ¢
ª®¥·»µ ¨£° µ ·¨±²»µ ±²° ²¥£¨©, ° ±±¬®²°¥»µ ¢»¸¥,   ² ª  -
§»¢ ¥¬»¥ ±¬¥¸ »¥ ±²° ²¥£¨¨. � §¡¥°¥¬ ½²® ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡®.

� ª ¡»«® ®²¬¥·¥® ¢»¸¥, ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ¬ ²°¨·-
®© ¨£°¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¬¨¨-
¬ ª±» ±®¢¯ ¤ «¨. �±«¨ ¦¥ ®¨ ¥ ±®¢¯ ¤ ¾², ²® ¯¥°¢»© ¨£°®ª ¬®¦¥²
®¡¥±¯¥·¨²¼ ±¥¡¥ ¢»¨£°»¸ ¥ ¬¥¼¸¥ maximinj aij,   ¢²®°®© ¬®¦¥²
¥ ¤ ²¼ ¥¬³ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ minjmaxi aij (¯°®¢¥°¼²¥). �®¯°®± ® ° §¤¥«¥
° §®±²¨

max
i

min
j

aij �min
j

max
i

aij:
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®±² ¥²±¿ ®²ª°»²»¬. �®½²®¬³ ¥±²¥±²¢¥®, ·²®¡» ¨£°®ª¨ ¢ ½²®¬ ±«³-
· ¥ ¨±ª «¨ ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ±²° ²¥£¨·¥±ª¨¥ ¢®§¬®¦®±²¨. �ª §»¢ -
¥²±¿, ·²® ¤«¿ ½²®£® ¨¬ ¶¥«¥±®®¡° §® ¢»¡¨° ²¼ ±¢®¨ ±²° ²¥£¨¨ ±«³-
· ©®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , § ·¥¨¿¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ±²° -
²¥£¨¨ ¨£°®ª ,  §»¢ ¥²±¿ ±¬¥¸ ®© ±²° ²¥£¨¥© ½²®£® ¨£°®ª .

�³±²¼ xi | ¢¥°®¿²®±²¼ ¢»¡®°  ¯¥°¢»¬ ¨£°®ª®¬ i-®© ±²° ²¥£¨¨,  
yj | ¢¥°®¿²®±²¼ ¢»¡®°  ¢²®°»¬ ¨£°®ª®¬ j-®© ±²° ²¥£¨¨. �±®, ·²®
0 � xi � 1, 0 � yi � 1,

P
i xi =

P
j yj = 1. �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ

¢¥ª²®°®¢ x = (x1; : : : ; xm) (¢¥ª²®°®¢ y = (y1; : : : ; yn)), ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ
±¬¥¸ »¥ ±²° ²¥£¨¨ ¯¥°¢®£® (¢²®°®£®) ¨£°®ª , ®¡° §³¾² ±² ¤ °²-
»© ±¨¬¯«¥ª± �m�1 (±¨¬¯«¥ª± �n�1).

�±«¨ ¢±¥ xi (¢±¥ yj), ª°®¬¥ ®¤®£®, ° ¢» 0, ²® ¯¥°¢»© (¢²®°®©)
¨£°®ª ¢»¡¨° ¥² ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1 °®¢® ®¤³ ±²° ²¥£¨¾, ¨ ² ª ¿ ±¬¥-
¸  ¿ ±²° ²¥£¨¿ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ·¨±²³¾ ±²° ²¥£¨¾.

� «¥¥, ¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²® ¨£°®ª¨ ¢»¡¨° ¾² ±¢®¨ ±¬¥¸ »¥ ±²° ²¥-
£¨¨ ¥§ ¢¨±¨¬®, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ¢»¡®°  ±¨²³ ¶¨¨ (i; j)
° ¢  xiyj , ¨, ¯®½²®¬³, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¢»¨£°»¸  ¯¥°¢®£®
¨£°®ª  ° ¢®

P
i; j aijxiyj = xAy

T . �®±«¥¤¾¾ ¢¥«¨·¨³ ¯°¨¨¬ ¾²
§  ¢»¨£°»¸ ¯¥°¢®£® ¨£°®ª  ¯°¨ ±¬¥¸ »µ ±²° ²¥£¨¿µ (x; y) ¨ ®¡®-
§ · ¾² ·¥°¥§ H(x; y).

�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ±¤¥« »µ ¢»¸¥ ®¡®§ ·¥¨¿µ, ¡¥±ª®¥· ¿ ¨£° 

hf1; 2g; f�m;�ng; fH;�Hgi

 §»¢ ¥²±¿ ±¬¥¸ »¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ° ±±¬®²°¥®© ¬ ²°¨·®© ¨£°».

� ¤ ·  18.5 �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ ±¨²³ ¶¨¿ (i�; j�) ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢®-
¢¥±®© ¤«¿ ¬ ²°¨·®© ¨£°», ²® ½²  ¦¥ ±¨²³ ¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢®¢¥±-

®© ¨ ¤«¿ ±¬¥¸ ®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ½²®© ¨£°».

�«¥¤³¾¹ ¿ § ¤ ·  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¢ ¨£°¥ ±® ±¬¥¸ »¬¨ ±²° ²¥-
£¨¿¬¨ ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ° ¢®¢¥±®¥ ±®±²®¿¨¥.

� ¤ ·  18.6 �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ ±¬¥¸ ®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¬ ²°¨·-

®© ¨£°» ± ¬ ²°¨¶¥© ¢»¨£°»¸¥© A ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢®:

max
x

min
y

xAy
T = min

y
max
x

xAy
T
:

�»¢¥¤¨²¥ ®²±¾¤  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ° ¢®¢¥±®£® ±®±²®¿¨¿ ¢ ½²®¬ ±¬¥-

¸ ®¬ ° ±¸¨°¥¨¨.
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� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ¬¨¨¬ ª±» ¨§ § ¤ ·¨ 18.6 ° ¢» ¢»¨£°»¸³
¯¥°¢®£® ¨£°®ª  ¢ ¨£°¥ ±® ±¬¥¸ »¬¨ ±²° ²¥£¨¿¬¨, ¿¢«¿¾¹¥©±¿ ±¬¥-
¸ »¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¬ ²°¨·®© ¨£°» ± ¬ ²°¨¶¥© A. �²® ·¨±«®  §»-
¢ ¥²±¿ § ·¥¨¥¬ ¬ ²°¨·®© ¨£°» ± ¬ ²°¨¶¥© A ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§
v(A). � °  (x�; y�), ¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ¨§ § ¤ ·¨ 18.6,
 §»¢ ¥²±¿ ° ¢®¢¥±»¬ ±®±²®¿¨¥¬ ¢ ±¬¥¸ »µ ±²° ²¥£¨¿µ.

� ¤ ·  18.7 �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» A ¨¬¥¾² ¬¥±²®

±«¥¤³¾¹¨¥ ¥° ¢¥±²¢ :

max
i

min
j

aij � v(A) � min
j

max
i

aij:

� · ±²®±²¨, ¥±«¨ ¢ ¬ ²°¨·®© ¨£°¥ ¨¬¥¥²±¿ ° ¢®¢¥±¨¥ (¢ ·¨±²»µ

±²° ²¥£¨¿µ ), ²®

max
i

min
j

aij = v(A) = min
j

max
i

aij:

� ¤ ·  18.8 �³±²¼ � | ¬ ²°¨· ¿ ¨£°  ± ¬ ²°¨¶¥© A = faijg ° §-
¬¥°  2 � 2. � ©²¨ ° ¢®¢¥±³¾ ±¨²³ ¶¨¾ (x�; 1 � x

�
; y
�
; 1 � y

�) ¢

±¬¥¸ »µ ±²° ²¥£¨¿µ. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¢ ·¨±²»µ ±²° ²¥£¨¿µ

° ¢®¢¥±¨¥ ¥ ¤®±²¨£ ¥²±¿, ²®

x
� =

a22 � a21

a11 � a12 � a21 + a22
; y

� =
a22 � a12

a11 � a12 � a21 + a22
:

4 � ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¡¥±ª®¥·»µ ¨£° µ

� ±±¬®²°¨¬ ¡¥±ª®¥·³¾ ¨£°³ � ¬¥¦¤³ n ¨£°®ª ¬¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬,
·²® ¤«¿ «¾¡®£® i ¬®¦¥±²¢® Si ±²° ²¥£¨© i-®£® ¨£°®ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¢»-
¯³ª«»¬ ª®¬¯ ª²»¬ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. � ª ¨ ¢»¸¥, ®¡®-
§ ·¨¬ ·¥°¥§ S ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¨²³ ¶¨© ¢ ¨£°¥ �, ².¥. S =

Q
i Si. �«¿

³¤®¡±²¢ , ¢¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿. �³±²¼ s 2 S |¯°®¨§¢®«¼ ¿
±¨²³ ¶¨¿. �±«¨ s = (s1; : : : ; sn), ²® ·¥°¥§ s�i ®¡®§ ·¨¬ (n�1)-¬¥°»©
¢¥ª²®°, ¯®«³·¥»© ¨§ s ¢»¡° ±»¢ ¨¥¬ i-®© ª®®°¤¨ ²»:

s�i = (s1; : : : ; si�1; si+1; : : : ; sn):

�¡° ²³¾ ®¯¥° ¶¨¾, ².¥. ¢®±±² ®¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  s ¯® s�i ¨ si, ¡³¤¥¬
®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ s�i x si:

s = s�i x si:

� «¥¥, ¯³±²¼ ¤®¯®«¨²¥«¼® ¨§¢¥±²®, ·²® ´³ª¶¨¨ ¢»¨£°»¸  Hi :
S ! R ¥¯°¥°»¢», ¨, ª°®¬¥ ²®£®, ª ¦¤ ¿ Hi ¢®£³²  ¯® i-®¬³  °£³-
¬¥²³:

Hi

�
s�i x

�
(1� t)s0i + ts

00
i

��
� (1� t)Hi(s�i x s

0
i) + tHi(s�i x s

00
i ):



� ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¡¥±ª®¥·»µ ¨£° µ 111

�¥®°¥¬  18.1 (�½¸) � ±¤¥« »µ ¢»¸¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ¨£°  � ®¡« -
¤ ¥² ° ¢®¢¥±»¬ ±®±²®¿¨¥¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³, ±¢¥¤¿ ¥¥ ª ²¥®°¥¬¥ � ª³-
² ¨. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ®²¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® S ¢±¥µ ±®¡»²¨© ¿¢«¿¥²±¿
¢»¯³ª«»¬ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ª®¬¯ ª²®¬.

� «¥¥, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ S�i ¬®¦¥±²¢®
Q

k 6=i Sk. �±®, ·²® S�i |
²®¦¥ ¢»¯³ª«»© ¬¥²°¨·¥±ª¨© ª®¬¯ ª².

�«¿ ª ¦¤®£® i § ¤ ¤¨¬ ®¤®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �i : S�i ! R ¯®
´®°¬³«¥

�i(s�i) = max
x2Si

Hi(s�i xx);

¨ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ 'i : S�i ) Si ² ª:

'i(s�i) = fsi 2 Si j Hi(s�i x si) = �i(s�i)g:

� ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ Hi ¨ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¢±¥µ Sk, ¯®«³-
· ¥¬, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ �i ² ª¦¥ ¥¯°¥°»¢®.

�¥¬¬  18.2 �®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ 'i ¯®«³¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ².¥. ¤«¿ ¥ª®²®°®£® s�i
±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ U ¥£® ®¡° §  'i(s�i) ¨ ² ª ¿ ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®±²¼ sk�i ! s�i, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ 'i(s

k
�i)  ©¤¥²±¿ ¥ª®²®°»©

½«¥¬¥² ski , ª®²®°»© ¥ «¥¦¨² ¢ U .

� ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  Si, ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ s
k
i ¬®¦®

¢»¡° ²¼ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ¥ª®²®°®¬³ s0i ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼. �¥°¥-
µ®¤¿ ª ½²®© ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ¡³¤¥¬, ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®-
±²¨, ±° §³ ±·¨² ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ski ±µ®¤¨²±¿ ª s

0
i. � ª¨¬

®¡° §®¬, ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ sk�i x s
k
i ²®·¥ª ¬®¦¥±²¢ 

S, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª s�i x s0i.
� ª ª ª ´³ª¶¨¨ Hi ¨ �i ¥¯°¥°»¢», ¨ Hi(s

k
�i x s

k
i ) = �i(s

k
�i),

¨¬¥¥¬

Hi(s�i x s
0
i) = lim

k!1
Hi(s

k
�i x s

k
i ) = lim

k!1
�i(s

k
�i) = �i(s�i);

¯®½²®¬³ s0i 2 '(s�i). �«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ®¬¥°  k,
¢±¥ ²®·ª¨ ski «¥¦ ² ¢ U , ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» § ª®-
·¥®.

�¥¬¬  18.3 �«¿ ª ¦¤®£® i ¨ ª ¦¤®£® s�i ¬®¦¥±²¢® 'i(s�i) ¥¯³-
±²®, § ¬ª³²® ¨ ¢»¯³ª«®.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥¯³±²®²  ±«¥¤³¥² ¨§ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢  Si
¨ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ Hi. � ¬ª³²®±²¼ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¥¯°¥°»¢®-
±²¨ ´³ª¶¨¨ Hi ¨ ²®£® ´ ª² , ·²® 'i(s�i) = fsi 2 Si j Hi(s�i x si) =
constg (§¤¥±¼ ·¥°¥§ const ®¡®§ ·¥  ¢¥«¨·¨  �i(s�i), ¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®²
si).

�®ª ¦¥¬ ¢»¯³ª«®±²¼ ¬®¦¥±²¢  'i(s�i). �«¿ ½²®£® ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿
¢®£³²®±²¼¾ ´³ª¶¨¨ Hi ¯® i-®¬³  °£³¬¥²³. �³±²¼ s

0
i ¨ s

00
i | ¤¢¥

¯°®¨§¢®«¼»¥ ²®·ª¨ ¨§ 'i(s�i), ¨ t 2 [0; 1]. �» ¤®«¦» ¯®ª § ²¼, ·²®
²®·ª  (1� t)s0i + ts

00
i , ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ Si ¢ ±¨«³ ¥£® ¢»¯³ª«®±²¨, ² ª¦¥

¯°¨ ¤«¥¦¨² 'i(s�i). �¬¥¥¬:

Hi

�
s�i x

�
(1 � t)s0i + ts

00
i

��
�

(1� t)Hi(s�i x s
0
i) + tHi(s�i x s

00
i ) =

(1� t)�i(s�i) + t�i(s�i) = �i(s�i):

� ª ª ª �i(s�i) | ½²® ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨  i(x) = Hi(s�i xx),
x 2 Si, ¯®«³· ¥¬, ·²®

Hi

�
s�i x

�
(1� t)s0i + ts

00
i

��
= �i(s�i);

·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯°¨ ¤«¥¦®±²¼ ²®·ª¨ (1 � t)s0i + ts
00
i ¬®¦¥±²¢³

'i(s�i). �®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» § ª®·¥®.

�®±²°®¨¬ ²¥¯¥°¼ ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ' ¬®¦¥±²¢  S ¢ ±¥¡¿
¯® ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«¥:

'(s) =
Y
i

'i(s�i):

�§ «¥¬¬ 18.2 ¨ 18.3 ¢»²¥ª ¥², ·²® ¬®£®§ ·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ' ¯®«³-
¥¯°¥°»¢® ±¢¥°µ³, ¨ ®¡° § ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¥¯³±², § ¬ª³² ¨ ¢»¯³ª«.
�® ²¥®°¥¬¥ � ª³² ¨, ³ ®²®¡° ¦¥¨¿ ' ¨¬¥¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª 
s
�, ².¥. ² ª ¿ ²®·ª , ·²® s�i 2 'i(s

�
�i). �®±«¥¤¥¥, ®·¥¢¨¤®, ®§ · ¥²,

·²® s� ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ° ¢®¢¥±¨¿ ¨£°» �. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬»
§ ª®·¥®.

�°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬  ² £®¨±²¨·¥±ª³¾ ¨£°³ �, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ¡®°¼¡³
¤¢³µ ´¨°¬ §  °»ª¨ ±¡»² . �³±²¼ ®¡¹ ¿ ±³¬¬  ±°¥¤±²¢ ª ¦¤®£®
¨§ ¨£°®ª®¢ ° ¢  ¥¤¨¨¶¥. �²° ²¥£¨¨ ¨£°®ª®¢ ±®±²®¿² ¢ ° ±¯°¥¤¥-
«¥¨¨ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ±°¥¤±²¢ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ °»ª ¬¨. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®
¨£°®ª, ¤®¡¨¢¸¨©±¿ ¯°¥¢®±µ®¤±²¢    ®¤®¬ °»ª¥, ¢»²¥±¿¥² ±¢®¥£®
¯°®²¨¢¨ª  ± ½²®£® °»ª  ¨ ¯®«³· ¥² ¢»¨£°»¸, ° ¢»© ¨§¡»²ª³ ±¢®¨µ
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±°¥¤±²¢, ³¬®¦¥®¬³   ¥ª®²®°»© ª®½´´¨¶¨¥², ª®²®°»© µ ° ª²¥-
°¨§³¥² ¢ ¦®±²¼ °»ª .

�±«¨ x ¨ y ®¡®§ · ¾² ª®«¨·¥±²¢  ±°¥¤±²¢, ¯®¬¥¹ ¥¬»µ 1-»¬ ¨ 2-
»¬ ¨£°®ª ¬¨ ±®®²¢¥²±²¢¥®   ¯¥°¢»© °»®ª (  ¢²®°®© °»®ª ®¨
¯®¬¥¹ ¾² (1�x) ¨ (1� y) ±°¥¤±²¢),   ki | ½²® ª®½´´¨¶¨¥² § ·¨¬®-
±²¨ i-®£® °»ª , ²® ´³ª¶¨¿ ¢»¨£°»¸  ¯¥°¢®£® ¨£°®ª  ®¯°¥¤¥«¥   
¥¤¨¨·®¬ ª¢ ¤° ²¥ [0; 1]� [0; 1] ¨ ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

H(x; y) =

(
k1(x� y); ¥±«¨ x � y (k1 > 0)

k2(y � x); ¥±«¨ x � y (k2 < 0)

(¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®²®±¨²¥«¼® § ª®¢ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ki ¬» ¤¥« ¥¬ ¤«¿
²®£®, ·²®¡» ¬®¦® ¡»«® ¯°¨¬¥¨²¼ ²¥®°¥¬³ �½¸ ).

� ª ª ª ¨£°   ² £®¨±²¨·¥±ª ¿, ²® ´³ª¶¨¿ ¢»¨£°»¸  ¢²®°®£®
¨£°®ª  ° ¢  �H(x; y). �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ´³ª¶¨¨ ¢»¨£°»¸  ®¡®¨µ
¨£°®ª®¢ ¥¯°¥°»¢»,   ² ª¦¥ ¢®£³²» ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬  °£³¬¥-

² ¬, ¯°¨·¥¬ ¬®¦¥±²¢  ±²° ²¥£¨© | ¢»¯³ª«»¥ ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ª®¬¯ ª²».
�® ²¥®°¥¬¥ �½¸ , ¢ ½²®© ¨£°¥ ±³¹¥±²¢³¥² ° ¢®¢¥±¨¥.

� ¤ ·  18.9 � ©²¨ ½²® ° ¢®¢¥±¨¥.
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�¥ª¶¨¿ 19

�¯²¨¬¨§ ¶¨®»¥

¬®¤¥«¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢ 

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ £« ¢ µ, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ° §®¢¨¤®±²¨ ¬®¤¥«¥© � «¼° ± ,
¬» ³¦¥ ¥®¤®ª° ²® ±² «ª¨¢ «¨±¼ ± ®¯²¨¬¨§ ¶¨®»¬¨ § ¤ · ¬¨.
� ¯°¨¬¥°, ·²®¡»  ©²¨ ª®ª³°¥²®¥ ° ¢®¢¥±¨¥ ¢ ¬®¤¥«¨ �°°®³{
�¥¡°¥, ³¦® ®¯¨± ²¼ ´³ª¶¨¨ ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®-
²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®§ ·»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬, § ·¥¨¥ ª®²®°®£® ¯°¨
¤ ®© ±¨±²¥¬¥ ¶¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ª ª ¬®¦¥±²¢® ¬ ª±¨¬³¬®¢ ¥ª®-
²®°®© ®¤®§ ·®© ´³ª¶¨¨, § ¤ ®©   ¤ ®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ ¯°®-
±²° ±²¢  ²®¢ °®¢. � · ±²®±²¨, § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ±¯°®±  ¯°¨ ¤ »µ
¶¥ µ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢® ¬ ª±¨¬³¬®¢ ´³ª¶¨¨ ¯®«¥§®±²¨,
®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®© ¬» ¤¥« «¨ ± ¬»¥ ®¡¹¨¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¿; § ·¥¨¥
´³ª¶¨¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¯°¨ ¤ »µ ¶¥ µ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢®
¬ ª±¨¬³¬®¢ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨. �°®¬¥ ²®£®, ¨§³· ¿ ª®ª³°¥²®¥ ° ¢-
®¢¥±¨¥ ¢ ¬®¤¥«¨ � «¼¤ {� ±±¥«¿, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ²¨¯¨·»¥ ®¯²¨-
¬¨§ ¶¨®»¥ § ¤ ·¨, ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ «¨¥©®¬ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¨.

�¨¦¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤¨ ª« ±± ¢ °¨ ¶¨®»µ § ¤ ·. � ·¥¬
± ¯°¨¬¥° .

1 �®¤¥«¼ ¬®®¯®«¨±² 

�¯¥°¢»¥ ¬®¤¥«¼ ¬®®¯®«¼®£® ¯°®¨§¢®¤±²¢  ¢®§¨ª«  ¢ 1938 £®¤³.
�³±²¼ � | ´³ª¶¨¿ ±¯°®± . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® � | ®¤®§ · ¿

´³ª¶¨¿. � ¬®¤¥«¨ � «¼° ±  ¬» ¯°¥¤¯®« £ «¨, ·²® � § ¢¨±¨² «¨¸¼ ®²
±¨±²¥¬» ¶¥ p. � ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ½²  ´³ª¶¨¿ ±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¨²
¥¹¥ ¨ ®² ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥¥¨¿ ¶¥, ².¥. ®² p

0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨
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¯ ° ¬¥²° t ®¡®§ · ¥² ¢°¥¬¿, ²® ´³ª¶¨¿ ±¯°®±  ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t
¨¬¥¥² ¢¨¤ �

�
p(t); p0(t)

�
.

� «¥¥, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ C(x) ±²®¨¬®±²¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ²®¢ °®£®  -
¡®°  x. �®£¤  ¢»°³·ª  ®² ¯°®¤ ¦¨ ²®¢ °  ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ° ¢ 
p(t) �

�
p(t); p0(t)

�
,   ±²®¨¬®±²¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ¢ ½²®² ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨

° ¢  C
�
�
�
p(t); p0(t)

��
. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨¡»«¼ ¬®®¯®«¨±²  ¢ ¬®-

¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ¨¬¥¥² ¢¨¤

p(t) �
�
p(t); p0(t)

�
�C

�
�
�
p(t); p0(t)

��
:

�±«¨  ± ¨²¥°¥±³¥² ¯°¨¡»«¼ ¬®®¯®«¨±²    ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨
[0; T ], ²® ¯°¥¤»¤³¹³¾ ¢¥«¨·¨³  ¤® ¯°®¨²¥£°¨°®¢ ²¼ ¯® t   ½²®¬
¯°®¬¥¦³²ª¥.

�³¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ±·¨² ²¼, ·²® ¨§¢¥±²»  · «¼»¥ ¨ ª®¥·»¥ ¶¥»
p(0) = p0 ¨ p(T ) = p1,   ¢»¡®° ¯®«¨²¨ª¨ ¶¥   ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨
[0; T ] ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®®¯®«¨±²³. �±²¥±²¢¥®, ¢®§¨ª ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

§ ¤ · : ¢»¡° ²¼ ² ª³¾ ¯®«¨²¨ª³ ¶¥ p(t) ¯°¨ ®£° ¨·¥¨¿µ p(0) = p0

¨ p(T ) = p1, ¯°¨ ª®²®°®© ¯°¨¡»«¼ ¡³¤¥² ¬ ª±¨¬ «¼ , ².¥.Z T

0

p(t) �
�
p(t); p0(t)

�
�C

�
�
�
p(t); p0(t)

��
dt! max :

�ª §»¢ ¥²±¿, ½²  § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿ ª °¥¸¥¨¾ ¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬» ¤¨´-
´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©.

2 �° ¢¥¨¿ �©«¥° {� £° ¦ 

�´®°¬³«¨°³¥¬ ®¡¹³¾ § ¤ ·³.
�³±²¼ 
 � Rn | ¥ª®²®° ¿ «¨¥©® ±¢¿§ ¿ ®¡« ±²¼. � ±±¬®²°¨¬

¥¯°¥°»¢®-¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬³¾ ´³ª¶¨¾ L(t; x; p)   R�
�Rn. � -
ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ « £° ¦¨ ®¬. �»¡¥°¥¬ ¢ 
 ¯°®¨§-

¢®«¼³¾ £« ¤ª³¾ ª°¨¢³¾ x(t), t 2 [0; T ]. �°¨¢ ¿ x(t) ¨ « £° ¦¨ 
L(t; x; p) § ¤ ¾² ´³ª¶¨¾ L

�
t; x(t); x0(t)

�
  ®²°¥§ª¥ [0; T ]. �°®¨²¥-

£°¨°®¢ ¢ ¯®±«¥¤¾¾ ´³ª¶¨¾ ¯® ®²°¥§ª³ [0; T ], ¬» ¯®«³·¨¬ ·¨±«®,
ª®²®°®¥ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I

�
x(t)

�
:

I
�
x(t)

�
=

Z T

0

L
�
t; x(t); x0(t)

�
dt:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® « £° ¦¨ ³ L(t; x; p) ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¥±²¥±²¢¥®¥
®²®¡° ¦¥¨¥ I, ±² ¢¿¹¥¥ ª ¦¤®© ª°¨¢®© ¢ ®¡« ±²¨ 
 ¥ª®²®°®¥ ·¨-
±«®. � ª¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ I  §»¢ ¾²±¿ ´³ª¶¨® « ¬¨ (´³ª¶¨¿¬¨,
®¯°¥¤¥«¥»¬¨   ¯°®±²° ±²¢ µ ª°¨¢»µ).
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� ¬¥· ¨¥. � ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¬®®¯®«¨±² . �®£¤  ¢ ª ·¥±²¢¥ « -
£° ¦¨   ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¯°¨¡»«¼ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t, ².¥.

p(t) �
�
p(t); p0(t)

�
�C

�
�
�
p(t); p0(t)

��
;

  ¢ ª ·¥±²¢¥ ´³ª¶¨® «  | ¯°¨¡»«¼   ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨ [0; T ].
�°¨¢»¥ x(t) ¢ ½²®© ¬®¤¥«¨ | ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¢»¡®°» ¯®«¨²¨ª¨ ¶¥
p(t)   ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨ [0; T ].

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢ ®¡« ±²¨ 
 ¢»¡° » ¤¢¥ ²®·ª¨ A ¨ B. � ±±¬®²°¨¬
¢±¥ £« ¤ª¨¥ ª°¨¢»¥ x(t),  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢ A ¨ § ª ·¨¢ ¾¹¨¥±¿ ¢ B:
x(0) = A ¨ x(T ) = B. �¯°¥¤¥«¨¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª ¦¤®© ² ª®© ª°¨¢®©
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ h(t) | £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ ®²°¥§ª 
[0; T ] ¢ Rn, ² ª®¥ ·²® h(0) = h(T ) = 0. �®£¤  ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ s

ª°¨¢ ¿ x(t) + s h(t) ¯®-¯°¥¦¥¬³ «¥¦¨² ¢ 
 ¨ ±®¥¤¨¿¥² ²®·ª¨ A ¨ B.
� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ '(s) = I

�
x(t) + s h(t)

�
.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°¨¢ ¿ x(t)  §»¢ ¥²±¿ ½ª±²°¥¬ «¼¾ ´³ª¶¨® «  I,
¥±«¨ '0(0) = 0 ¤«¿ «¾¡®© £« ¤ª®© Rn-§ ·®© ´³ª¶¨¨ h(t), ² ª®© ·²®
h(0) = h(T ) = 0.

� ¬¥· ¨¥. � § ¤ ·¥ ¬®®¯®«¨±² , ®¯²¨¬ «¼ ¿ ¯®«¨²¨ª  ¶¥, ¯°¨
ª®²®°®© ¯°¨¡»«¼ ¬ ª±¨¬ «¼ , ¿¢«¿¥²±¿ ½ª±²°¥¬ «¼¾ ´³ª¶¨® « ,
§ ¤ ¾¹¥£® ¯°¨¡»«¼.

�¥®°¥¬  19.1 �°¨¢ ¿ x(t) ¿¢«¿¥²±¿ ½ª±²°¥¬ «¼¾ ´³ª¶¨® « 

I
�
x(t)

�
=

Z T

0

L
�
t; x(t); x0(t)

�
dt

¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ x(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬¥ ¤¨´´¥°¥-

¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©:

@L

@x

�
t; x(t); x0(t)

�
=

d

dt

@L

@p

�
t; x(t); x0(t)

�
:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨ '(s) ¯°¨ s = 0.
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�¬¥¥¬

d'

ds

���
s=0

=
d

ds

Z T

0

L
�
t; x(t) + s h(t); x0(t) + s h

0(t)
�
dt =

Z T

0

�
@L

@x
� h(t) + @L

@p
� h0(t)

�
dt =

Z T

0

@L

@x
� h(t) dt+

Z T

0

�
d

dt

�
@L

@p
� h(t)

�
� d

dt

�
@L

@p

�
� h(t)

�
dt =

Z T

0

�
@L

@x
� d

dt

@L

@p

�
� h(t) dt+ @L

@p
� h(t)

���T
0
=

Z T

0

�
@L

@x
� d

dt

@L

@p

�
� h(t) dt;

£¤¥ ¯®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® h(0) = h(T ) = 0.
�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ e(t) ¢»° ¦¥¨¥ @L

@x
(t; x(t); x0(t))� d

dt
@L
@p
(t; x(t); x0(t)).

�±«¨ e(t) ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢® ³«¾, ²®, ®·¥¢¨¤®, x(t) | ½ª±²°¥¬ «¼.
�®ª ¦¥¬ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�³±²¼ x(t) | ½ª±²°¥¬ «¼. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ e(t) ¥
° ¢® ³«¾ ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ t = t0. �®£¤ , ¢ ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨,
¤«¿ ¢±¥µ t ¨§ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ U ²®·ª¨ t0 ¢¥ª²®°  e(t) ®²«¨·»
®² ³«¿ ¨ ®²ª«®¿¾²±¿ ®² ¢¥ª²®°  e(t0)   ³£®«, ¬¥¼¸¨© �=2. �®-
±²°®¨¬ £« ¤ª³¾ Rn-§ ·³¾ ´³ª¶¨¾   ®²°¥§ª¥ [0; T ], ° ¢³¾ ³«¾
¢¥ ®ª°¥±²®±²¨ U , ¨ ² ª³¾ ·²® ¤«¿ ¢±¥µ t ¨§ U ¢¥ª²®°  h(t) ®²«¨·»
®² ³«¿ ¨ ±® ¯° ¢«¥» ± ¢¥ª²®°®¬ e(t0). �·¥¢¨¤®, e(t) � h(t) � 0 ¤«¿
«¾¡®£® t 2 [0; T ], ¨ e(t) � h(t) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ t 2 U , ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²
½ª±²°¥¬ «¼®±²¨ x(t). �¥®°¥¬  ¤®ª §  .

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±²¥¬  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 

@L

@x
(t; x(t); x0(t)) � d

dt

@L

@p
(t; x(t); x0(t)) = 0

 §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨ �©«¥° {� £° ¦ .

� ±²® °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨© �©«¥° {� £° ¦  ¬®¦® ±¢¥±²¨ ª °¥¸¥-
¨¾ ±¨±²¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . � ±±¬®-
²°¨¬ ¢ ¦»© · ±²»© ±«³· ©.

�¥®°¥¬  19.2 �±«¨ « £° ¦¨  L ¿¢® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¯ ° ¬¥²°  t

(¢°¥¬¥¨), ²® ¢¥«¨·¨  H = p
@L
@p
� L ¯®±²®¿  ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¥©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»·¨±«¨¬ ¢¥«¨·¨³ H ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¨ x(t):

H(t) = x
0(t) � @L

@p

�
x(t); x0(t)

�
� L

�
x(t); x0(t)

�
;
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¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨ H(t) ¯® t. �» ¤®«¦» ¯®ª § ²¼,
·²® ½²  ¯°®¨§¢®¤ ¿ ° ¢  ³«¾. �¥©±²¢¨²¥«¼®,

dH(t)

dt
= x

00(t) � @L
@p

�
x(t); x0(t)

�
+ x

0(t) � d
dt

@L

@p

�
x(t); x0(t)

�
�

@L

@x

�
x(t); x0(t)

�
� x0(t)� @L

@p

�
x(t); x0(t)

�
� x00(t) =

x
0(t) �

�
d

dt

@L

@p

�
x(t); x0(t)

�
� @L

@x

�
x(t); x0(t)

��
= 0;

£¤¥ ¯®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ³° ¢¥¨© �©«¥° { � £° ¦ .
�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.

� ¬¥· ¨¥. �»° ¦¥¨¥ H = p
@L
@p
� L  §»¢ ¥²±¿ ½¥°£¨¥©,   ¯°¥¤»-

¤³¹ ¿ ²¥®°¥¬  | § ª®®¬ ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨.

�°¨¬¥°. �³±²¼ ²¥«® ¬ ±±» m ¤¢¨¦¥²±¿ ¢ ª®±¥°¢ ²¨¢®¬ ¯®«¥ ±¨« ±
¯®²¥¶¨ «®¬U (x). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ v ±ª®°®±²¼ ½²®£® ²¥« . �¯°¥¤¥«¨¬
« £° ¦¨  L ² ª:

L(x; v) =
mv

2

2
� U (x);

².¥. ¯®«®¦¨¢ ¥£® ° ¢»¬ ° §®±²¨ ª¨¥²¨·¥±ª®© ¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°-
£¨© ²¥« . �° ¢¥¨¿ �©«¥° {� £° ¦  ¨¬¥¾² ¢¨¤

d

dt

@L

@v
� @L

@x
= m

d

dt
v +

dU

dx
= ma+

dU

dx
= 0;

£¤¥ a | ³±ª®°¥¨¥ ²¥« . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«¥ ±¨« ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®©
±¨±²¥¬¥ ° ¢® ¬¨³± £° ¤¨¥²³ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨.

�®« ¿ ½¥°£¨¿ H ° ¢ 

v
@L

@v
� L = mv

2 � mv
2

2
+ U (x) =

mv
2

2
+ U (x);

².¥. ±³¬¬¥ ¯®²¥¶¨ «¼®© ¨ ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨©. � ª ª ª ¢  ¸¥¬
±«³· ¥ « £° ¦¨  L ¿¢® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢°¥¬¥¨, ²® ¢ ±¨±²¥¬¥ ¢»¯®«-
¿¥²±¿ § ª® ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨: ±³¬¬  ª¨¥²¨·¥±ª®© ¨ ¯®²¥¶¨ «¼-
®© ½¥°£¨© ²¥«  ±®µ° ¿¥²±¿ ¢® ¢°¥¬¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ½²®£® ²¥« .

�°¨¬¥°. � ¬®¤¥«¨ ¬®®¯®«¨±²  « £° ¦¨  ² ª¦¥ ¥ § ¢¨±¨² ¿¢®
®² ¢°¥¬¥¨, ¯®½²®¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿ § ª® ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨. � ª¨¬
®¡° §®¬, ®¯²¨¬ «¼³¾ ¯®«¨²¨ª³ ¶¥ p(t) ¬®¦®  ©²¨ ¨§ ³±«®¢¨¿

p
0(t)	p0

�
p(t); p0(t)

��
p(t)� C

0
�
	
�
p(t); p0(t)

���
�

p(t)	
�
p(t); p0(t)

�
+ C

�
	
�
p(t); p0(t)

��
= const :
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�¥ª¶¨¿ 20

�¥®°¨¿

¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ

´³ª¶¨©

� ±«¥¤³¾¹¨µ «¥ª¶¨¿µ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ °¿¤ ®¯²¨¬¨§ ¶¨®»µ § -
¤ ·, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ ½ª®®¬¨ª¥. �¤ ª® ¤«¿ ´®°¬³«¨°®¢ª¨ ½²¨µ § ¤ ·
 ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨, ¨§³·¥¨¾ ª®²®°»µ ¨ ¯®-
±¢¿¹¥  ¤  ¿ «¥ª¶¨¿.

�®§¨ª®¢¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ¯°¨¿²® ®²®±¨²¼ ª 1928
£®¤³, ª®£¤  ¯®¿¢¨« ±¼ ±² ²¼¿  ¬¥°¨ª ±ª¨µ ³·¥»µ: ½ª®®¬¨±²  �. �³£-
« ±  ¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª  �. �®¡¡  \�¥®°¨¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢ ". � ½²®© ±² ²¼¥
¡»«  ¯°¥¤¯°¨¿²  ¯®¯»²ª  ®¯°¥¤¥«¨²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¬ ¯³²¥¬ ¢«¨-
¿¨¥ ¢¥«¨·¨» § ²° ·¨¢ ¥¬®£® ª ¯¨² « K ¨ ²°³¤  L   ®¡º¥¬ Y (L;K)
¢»¯³±ª ¥¬®© ¯°®¤³ª¶¨¨ ¢ ®¡° ¡ ²»¢ ¾¹¥© ¯°®¬»¸«¥®±²¨ ���.
�. �®¡¡®¬ ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ K, L ¨ Y ±«¥¤³¾¹¥£®
¢¨¤ :

Y (K;L) = AK
�
L
�
;

£¤¥ A, � ¨ � | ¯ ° ¬¥²°», ² ª¨¥ ·²® A > 0, � � 0, � � 0 ¨ �+ � = 1.
� «¨§ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¤ »µ §  1899{1922 £®¤  ¯°¨¢¥« ª ±«¥¤³¾¹¨¬
§ ·¥¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°®¢: A = 1:01, � = 0:25 ¨ � = 0:75. �° ¢¥¨¥
¢¥«¨·¨» Y (K;L) §  ¯®±«¥¤³¾¹¨¥ £®¤» ± ´ ª²¨·¥±ª¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨
¯®ª § «®, ·²® ¯®«³·¥ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤ ¥² µ®°®¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ª
¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®¡¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ´³ª-
¶¨©.
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1 �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ´³ª¶¨©

�³±²¼ P | ¥ª®²®°»© ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»© ¯°®¶¥±±, ¨ x = (x1; : : : ; xn)
| ¢¥ª²®° § ²° ² ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ °¥±³°±®¢ (¬®¦¥±²¢® ¯¥°¢¨·»µ
´ ª²®°®¢,   ² ª¦¥ ¯°®¤³ª²» ¢¥¸¥£® ¯°®¨§¢®¤±²¢ , ¢»±²³¯ ¾¹¨¥
ª ª ±»°¼¥ ¨ °¥±³°±»). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢±¥ ¤®¯³±²¨¬»¥ ¢¥ª²®°  x
®¡° §³¾² ¥ª®²®°®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® D ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬ ®°² ²¥ Rn

+.
�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ y = (y1; : : : ; ym)  ¡®° ª®«¨·¥±²¢¥»µ ®¶¥®ª °¥-

§³«¼² ²®¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢ . � ª¨¬¨ ®¶¥ª ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼,  ¯°¨¬¥°,
´¨§¨·¥±ª¨© ®¡º¥¬ ¢»¯³±ª  ¯® ª ¦¤®¬³ ¨§  ¨¬¥®¢ ¨© ¢»¯³±ª ¥¬®©
¯°®¤³ª¶¨¨, ±²®¨¬®±²»¥ ¯®ª § ²¥«¨. �³±²¼ U � R

m
+ | ¬®¦¥±²¢®

¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ y.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª¶¨¥© ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ¯°®-

¶¥±±  P ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ F : D ! U , ¬®¤¥«¨°³¾¹¥ ¢»¯³±ª
¯°®¤³ª¶¨¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ P .

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤® ±¨µ ¯®° ¢  ³·®© ¨ ¯°¨ª« ¤®© ½ª®®¬¨ª®{¬ ²¥-
¬ ²¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥ ¢ ®±®¢®¬ ¨§³· ¥²±¿ «¨¸¼ ±«³· © m = 1, ².¥.
ª®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ F ¿¢«¿¥²±¿ ®¡»·®© R-§ ·®© ´³ª¶¨¥©: y =
F (x1; : : : ; xn). �±¾¤³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ²®«¼ª® ±
² ª¨¬ ±«³· ¥¬.

�¥°¥·¨±«¨¬ ®±®¢»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨,
¢»²¥ª ¾¹¨¥ ¨§ ½ª®®¬¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨©.

1. �®¦¥±²¢  D ¨ U ¿¢«¿¾²±¿ ®¡« ±²¿¬¨,   F | £« ¤ª®© ´³ª-

¶¨¥©.
2. �±«¨ ª ª®©-«¨¡® °¥±³°± ¥ ²° ²¨²±¿, ²® ¯°®¨§¢®¤±²¢® P ¨-

·¥£® ¥ ¢»¯³±ª ¥², ².¥. F (x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn) = 0 ¤«¿ «¾¡®£®
i = 1; : : : ; n. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨ª ª®© ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»© ´ ª²®° ¥
¤®¯³±ª ¥² § ¬¥» ¤°³£¨¬.

3. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ § ²° ² ª ª®£®-«¨¡® °¥±³°±  ®¡¹¨© ¢»¯³±ª ¢®§-

° ±² ¥², ².¥. ¥±«¨ x � x
0, ²® F (x) � F (x0). �²® ±¢®©±²¢® ½ª¢¨¢ «¥²®

³±«®¢¨¾ @F=@xi � 0 ¤«¿ «¾¡®£® i = 1; : : : ; n.
4. �±«®¢¨¥ ¢®£³²®±²¨ ¯® ª ¦¤®¬³  °£³¬¥²³ : @2F=@x2i � 0 ¤«¿

«¾¡®£® i = 1; : : : ; n. �²® ³±«®¢¨¥ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ² ª: ¯°¨
´¨ª±¨°®¢ »µ ¢±¥µ ´ ª²®° µ, ª°®¬¥ i-®£®, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¥ ³¢¥«¨-
·¥¨¥ i-®£® ´ ª²®°  ¯°¨¢®¤¨² ª® ¢±¥ ¬¥¼¸¨¬ ¯°¨°®±² ¬ ¯°®¨§¢®¤-

±²¢¥®£® ¯°®¤³ª² . �®¿±¨¬ ½²® ³±«®¢¨¥   ¯°¨¬¥°¥ ´³ª¶¨¨ �®¡¡ {
�³£« ± : Y = AK

�
L
�. �³±²¼ ®¡º¥¬ ®±®¢»µ ´®¤®¢ K ®±² ¥²±¿ ¥-

¨§¬¥»¬,   ·¨±«® ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢ L ° ±²¥². �®£¤  ¢®¢¼ ¯°¨¢«¥-
ª ¥¬ ¿ ° ¡®· ¿ ±¨«  ¥ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼»¬¨ ±°¥¤±²¢ ¬¨
¯°®¨§¢®¤±²¢ , ·²® ¨ ¯°¨¢®¤¨² ª ±¨¦¥¨¾ ¯°¥¤¥«¼®© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼-
®±²¨ ²°³¤ , ° ¢®© ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ @Y=@L (  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±¨¦ ¥²±¿
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² ª¦¥ ¨ ±°¥¤¿¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ²°³¤  Y=L). � ¤°³£®© ±²®°®»,
¥±«¨ ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ·¨±«® ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢,   ³¢¥«¨·¨¢ ²¼ ®±®¢»¥
´®¤», ²® ½²¨ ´®¤» ¡³¤³² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢±¥ ¬¥¥¥ ½´´¥ª²¨¢®, ².¥.
¯°¥¤¥«¼ ¿ ´®¤®®²¤ ·  @Y=@K ¡³¤¥² ³¡»¢ ²¼ (  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±¨¦ -
¥²±¿ ² ª¦¥ ¨ ±°¥¤¿¿ ´®¤®®²¤ ·  ²°³¤  Y=K).

� ¬¥· ¨¥. �±«®¢¨¿ 2{4 ¬» ´ ª²¨·¥±ª¨ ±´®°¬³«¨°®¢ «¨ ¡¥§ ¨±¯®«¼-
§®¢ ¨¿ £« ¤ª®±²¨ ´³ª¶¨¨ F , ·²® ¯®§¢®«¿¥² ° ±¸¨°¨²¼ ª« ±± ¯°®¨§-
¢®¤±²¢¥»µ ´³ª¶¨©, ±¿¢ ²°¥¡®¢ ¨¥ £« ¤ª®±²¨.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢³µ´ ª²®°³¾ ¬®¤¥«¼, £¤¥ x1 = K | ®¡º¥¬
®±®¢»µ ´®¤®¢ ¢ ¨µ ±²®¨¬®±²®¬ ¨«¨ ª®«¨·¥±²¢¥® ¢»° ¦¥¨¨,
x2 = L | ·¨±«®¢®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ®¡º¥¬  ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢ (·¨±«® ° -
¡®·¨µ, ·¨±«® ·¥«®¢¥ª®{¤¥© ¨ ².¤.),   y = Y | ®¡º¥¬ ¢»¯³¹¥®©
¯°®¤³ª¶¨¨ ¢ ±²®¨¬®±²®¬ ¨«¨  ²³° «¼®¬ ¢»° ¦¥¨¨. � ª¨¬ ®¡° -
§®¬, ¢ ±¤¥« »µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥²
¢¨¤:

Y = F (K;L)

¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±±¬®²°¥  ª ª ®¡®¡¹¥¨¥ ´³ª¶¨¨ �®¡¡ {�³£« ± ,
®¯°¥¤¥«¥®© ¢»¸¥.

�§ ±¤¥« »µ ¢»¸¥ ®£° ¨·¥¨©   ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¢»-
²¥ª ¥², ·²® F ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®© ´³ª¶¨¥©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ±«¥¤³¾-
¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

@F

@K
� 0;

@F

@L
� 0;

@
2
F

@K2
� 0;

@
2
F

@L2
� 0; K � 0; L � 0:

� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ± ²° ¤¨¶¨¥©, ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« -

£ ²¼, ·²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ F ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¤¢³µ´ ª-

²®°®© ¬®¤¥«¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¡®«¥¥ ±¨«¼»¬ ³±«®¢¨¿¬, ¯®«³· ¾¹¨¬±¿

¨§ ±´®°¬³«¨°®¢ »µ ³±«®¢¨© § ¬¥®© ¢±¥µ ¥±²°®£¨µ ¥° ¢¥±²¢  

±²°®£¨¥.

�°¨¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®«¥§»¥ ½ª®®¬¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¯®ª § -
²¥«¨ ¢ ¤¢³µ´ ª²®°®© ¬®¤¥«¨.

�¥«¨·¨  y = Y=L  §»¢ ¥²±¿ ±°¥¤¥© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼¾ ²°³¤ ,
  ¢¥«¨·¨  v = @Y=@L | ¯°¥¤¥«¼®© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼¾ ²°³¤ .

�¥«¨·¨  z = Y=K  §»¢ ¥²±¿ ±°¥¤¥© ´®¤®®²¤ ·¥©,   ¢¥«¨·¨ 
r = @Y=@K | ¯°¥¤¥«¼®© ´®¤®®²¤ ·¥©.

�¥«¨·¨ 

� =
@Y

@K

K

Y

 §»¢ ¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ´®¤ ¬. � ¬®¤¥«¨ �®¡-
¡ {�³£« ±  ª®½´´¨¶¨¥² � ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ½« ±²¨·®±²¨ ¯®
´®¤ ¬.
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�¥«¨·¨ 

� =
@Y

@L

L

Y

 §»¢ ¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ²°³¤³. � ¬®¤¥«¨ �®¡¡ {
�³£« ±  ª®½´´¨¶¨¥² � ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ²°³¤³.

2 �¥®ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ´³ª-

¶¨¨

�  ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨, ¯®¬¨¬® ®¯¨± »µ ¢»¸¥ ®£° ¨·¥¨©,
 ª« ¤»¢ ¾² · ±²® ¨ ¤°³£¨¥ ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ®£° ¨·¥¨¿. �±®¢®¥
¨§ ¨µ | ²°¥¡®¢ ¨¥ ®¤®°®¤®±²¨,   ¨¬¥®, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±³¹¥-
±²¢®¢ ¨¥ ² ª®£®  > 0, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ¢»¯®«¿¥²±¿

f(�x1; : : : ; �xn) = �

f(x1; : : : ; xn):

�®ª § ²¥«¼   §»¢ ¥²±¿ ±²¥¯¥¼¾ ®¤®°®¤®±²¨ ¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ½´-
´¥ª² ®² ° ±¸¨°¥¨¿ ¬ ±¸² ¡  ¯°®¨§¢®¤±²¢ : ¥±«¨  > 1 ( < 1), ²®
®¤®¢°¥¬¥®¥ ³¢¥«¨·¥¨¥ ¢±¥µ ´ ª²®°®¢ ¢ � ° § ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§° ±² -
¨¾ (³¡»¢ ¨¾) ®¡º¥¬  ¢»¯³±ª  ¡®«¼¸¥ ·¥¬ ¢ � ° §. �²¬¥²¨¬, ·²®
¢ ¬®¤¥«¨ �®¡¡ {�³£« ±   = 1, ².¥. ´³ª¶¨¿ F ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®°®¤®©
±²¥¯¥¨ 1 ¨«¨ «¨¥©®-®¤®°®¤®©.

� ±±¬®²°¨¬ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ¯°®¶¥±±  P ± «¨¥©-
®-®¤®°®¤®© ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª¶¨¥© ¢ ±«³· ¥ ¤¢³µ´ ª²®°®©
¬®¤¥«¨. �«¿ ² ª¨µ ´³ª¶¨© ¢»¯®«¿¥²±¿ ²¥®°¥¬  �©«¥° , ².¥.

Y =
@F

@K
K +

@F

@L
L(20.1)

(¤®ª ¦¨²¥). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®¡¹¥±²¢® ±®±²®¨² ²®«¼ª® ¨§ ° ¡®·¨µ ¨
ª ¯¨² «¨±²®¢. �®£¤  ¤®µ®¤ Y ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢¥ · ±²¨: ¤®µ®¤ ° ¡®-
·¨µ ¨ ¤®µ®¤ ª ¯¨² «¨±²®¢. �³±²¼ ±°¥¤¿¿ °¥ «¼ ¿ § °¯« ²  ° ¡®·¥£®
° ¢  w. �®£¤  ±³¬¬ °»© ¤®µ®¤ ° ¡®·¨µ ° ¢¥ wL. �¥®°¨¿ ¯°¥¤¥«¼-
®© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ²°³¤  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¢ ³±«®¢¨¿µ ±®¢¥°¸¥-
®© ª®ª³°¥¶¨¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:

@F

@L
= w:

�²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ´®°¬³«¥ (20.1) ° ¢® ±³¬-
¬ °®¬³ ¤®µ®¤³ ° ¡®·¨µ, ¨, § ·¨², ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ | ½²® ±³¬¬ °-
»© ¤®µ®¤ ª ¯¨² «¨±²®¢. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥², ·²® ¯°¥¤¥«¼ ¿ ´®¤®-
®²¤ ·  @F=@K µ ° ª²¥°¨§³¥² ¤®µ®¤ ª ¯¨² «¨±²®¢ ®² ®¤®© ¥¤¨¨¶»
ª ¯¨² « . �®±«¥¤¿¿ ¢¥«¨·¨   §»¢ ¥²±¿ ®°¬®© ¯°¨¡»«¨.
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� «¥¥, ¤«¿ «¨¥©®-®¤®°®¤»µ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ´³ª¶¨© ¬®¦®
¯¥°¥©²¨ ª ®¢»¬ ¯¥°¥¬¥»¬ y = Y=L ¨ k = K=L. �®£¤  ¢¬¥±²®
´³ª¶¨¨ F (K;L), § ¢¨±¿¹¥© ®² ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥»µ, ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼
´³ª¶¨¾ f(k) ®² ®¤®© ¯¥°¥¬¥®©, ¯®«®¦¨¢

f(k) = F (k; 1):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, y = f(k), ² ª ª ª F (K=L; 1) = F (K;L)=L = Y=L ¢
±¨«³ «¨¥©®©-®¤®°®¤®±²¨. �¥«¨·¨³ K=L  §»¢ ¾² ´®¤®¢®®°³-

¦¥®±²¼¾ (ª®«¨·¥±²¢® ´®¤®¢, ¯°¨µ®¤¿¹¨µ±¿   ¥¤¨¨¶³ ²°³¤®¢»µ
°¥±³°±®¢).

� ¤ ·  20.1 �°®¢¥°¨²¼, ·²® ®±®¢»¥ ½ª®®¬¨ª® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥

µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ´³ª¶¨¨ f ¨¬¥-

¾² ¢¨¤:

� ¯°¥¤¥«¼ ¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ²°³¤  v ° ¢  f � kf
0
;

� ¯°¥¤¥«¼ ¿ ´®¤®®²¤ ·  r ° ¢  f
0
;

� ª®½´´¨¶¨¥² ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ´®¤ ¬ � ° ¢¥ kf
0
=f (½²  ´®°-

¬³«  ¢¥°  ¤«¿ «¾¡®© ±²¥¯¥¨ ®¤®°®¤®±²¨);

� ª®½´´¨¶¨¥² ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ²°³¤³ � ° ¢¥ 1 � kf
0
=f (¥±«¨

±²¥¯¥¼ ®¤®°®¤®±²¨ ° ¢  , ²® � =  � kf
0
=f).

� ¤ ·  20.2 �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ µ®¤¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢

� ¨«¨ � ¥ § ¢¨±¨² ®² k, ²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿

´³ª¶¨¥© �®¡¡ {�³£« ± .

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¥©®-®¤®°®¤ ¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ F (K;L)
 §»¢ ¥²±¿ ¥®ª« ±±¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ´³ª¶¨¿ f(k) = F (k; 1), £¤¥ k =
K=L, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

f
0
> 0; f 00 < 0; f(0) = 0;

lim
k!1

f(k) =1; lim
k!0

f
0(k) =1; lim

k!1
f
0(k) = 0:

�²¨ ³±«®¢¨¿ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ² ª: ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ®±®¢-
»µ ´®¤®¢ ¢»¯³±ª ° ¢¥ ³«¾; ¯°¨ ¥®£° ¨·¥®¬ °®±²¥ ´®¤®¢®-
®°³¦¥®±²¨ ®¡º¥¬ ¢»¯³±ª  ² ª¦¥ ¡¥§£° ¨·® ¢®§° ±² ¥²; ¯°¨ ¢®§° -
±² ¨¨ ´®¤®¢®®°³¦¥®±²¨ ®² ³«¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ±²°¥¬¨²¥«¼»© °®±²
®¡º¥¬  ¢»¯³±ª , ¯°¨·¥¬ ¯°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ °®±²¥ ´®¤®¢®®°³¦¥®±²¨
°®±² ®¡º¥¬  ¢»¯³±ª  ±µ®¤¨²   ¥².

� ¤ ·  20.3 �°®¢¥°¨²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ �®¡¡ {�³£« ±  ¿¢«¿¥²±¿ ¥®-

ª« ±±¨·¥±ª®©.



126

3 �« ±²¨·®±²¼ § ¬¥» ´ ª²®°®¢. CES-

´³ª¶¨¨

� ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ¥±ª®«¼ª® ¢ ¦»µ ½ª®®¬¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¯®ª -
§ ²¥«¥©. �«¿ ½²®£® ®²¬¥²¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢¥®© ®±®¡¥®±²¼¾ °¥ «¼-
»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ § ¬¥¹¥¨¿ ®¤®£®
´ ª²®°  ¤°³£¨¬ ( ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¿ ½ª±ª ¢ ²®°  ¥£® ¬®¦®
§ ¬¥¨²¼ ¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ §¥¬«¥ª®¯®¢). � §¡¥°¥¬ ½²³ ¢®§¬®¦®±²¼
  ¯°¨¬¥°¥ ¤¢³µ´ ª²®°®© ¬®¤¥«¨, § ¤ ®©, ª ª ¨ ¢»¸¥, ¯°®¨§¢®¤-
±²¢¥®© ´³ª¶¨¥© Y = F (K;L).

�´®°¬³«¨°³¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®¡º¥¬ ²°³-
¤®¢»µ °¥±³°±®¢ L ¨§¬¥¨«±¿   �L. �  ª ª³¾ ¢¥«¨·¨³ �K  ¤®
¨§¬¥¨²¼ ®¡º¥¬ K ®±®¢»µ ´®¤®¢, ·²®¡» ¢»¯³±ª Y ®±² «±¿ ¥¨§-
¬¥»¬?

�±®, ·²® ¢±¥ ¯ °» (K;L), ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯³±ª Y ®¤¨ ª®¢, «¥-
¦ ²   ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ «¨¨¨ ³°®¢¿ F (K;L) = const ´³ª¶¨¨ F .
�±«¨ ¢ ¨²¥°¥±³¾¹¥©  ± ²®·ª¥ ¨§ ½²®© «¨¨¨ ³°®¢¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿
@F=@K ®²«¨·  ®² ³«¿, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ K(L), ·²®
F
�
K(L); L

�
= const. � ½²¨µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°¥¤¥«¼³¾

®°¬³ § ¬¥» SK ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢ L ®±®¢»¬¨ ´®¤ ¬¨ K, ¯®«®-
¦¨¢

SK = �dK
dL

=
@F=@L

@F=@K
;

�±«¨ ¦¥ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¯°®¨§¢®¤ ¿ @F=@L ®²«¨·  ®² ³«¿, ²® ±³¹¥-
±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ L(K), ·²® F

�
K;L(K)

�
= const. � ½²¨µ ¯°¥¤¯®-

«®¦¥¨¿µ, ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°¥¤¥«¼³¾ ®°¬³ § ¬¥» SL ®±®¢»µ ´®¤®¢ K

²°³¤®¢»¬¨ °¥±³°± ¬¨ L, ¯®«®¦¨¢

SL = � dL

dK
=
@F=@K

@F=@L
:

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® SKSL = 1.

� ¤ ·  20.4 �³±²¼ ´³ª¶¨¿ F ®¤®°®¤  ±²¥¯¥¨ , k = K=L, ¨

f(k) = F (K=L; 1). �®ª § ²¼, ·²®

SK = 
f(k)

f 0(k)
� k:

� ¤ ·  20.5 �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ´³ª¶¨¨ �®¡¡ -�³£« ±  ¨¬¥¥¬:

SK =
�

�
k:
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(¯°¥¤¥«¼ ¿ ®°¬  § ¬¥» SK ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨® «¼  ´®¤®¢®®°³¦¥-

®±²¨). � ²¼ ½ª®®¬¨·¥±ª³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾.

�³±²¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ®¤®°®¤ . �®£¤  ®¯°¥¤¥«¨¬ ½« -

±²¨·®±²¼ § ¬¥» �K ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢ L ®±®¢»¬¨ ´®¤ ¬¨ K,
  ² ª¦¥ ½« ±²¨·®±²¼ § ¬¥» �L ®±®¢»µ ´®¤®¢ K ²°³¤®¢»¬¨ °¥-

±³°± ¬¨ L, ¯®«®¦¨¢

�
�1
K =

dSK

dk

k

SK

; �
�1
L =

dSL

dk�1
k
�1

SL

:

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® �K = �L (¯°®¢¥°¼²¥), ¯®½²®¬³ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®-
¢ ²¼±¿ «¨¸¼ �K .

� ¤ ·  20.6 �®ª § ²¼, ·²®

�K = � f
0(f � kf

0)

k
�
(1� )(f 0)2 + ff 00

� :
� ¤ ·  20.7 �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ®°¬  § ¬¥» SK «¨¥©® ®¤®°®¤-

®© ´³ª¶¨¨ F ¥ § ¢¨±¨² ®² k, ²® F (K;L) = AK+BL ¤«¿ ¥ª®²®°»µ

ª®±² ² A ¨ B.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¤®°®¤ ¿ ´³ª¶¨¿ F  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ± ¯®±²®-
¿®© ½« ±²¨·®±²¼¾ § ¬¥» ¨«¨ CES-´³ª¶¨¥© (Constant Elastisity
of Substitution), ¥±«¨ ¤«¿ ¥¥ �K ¯®±²®¿®.

� ¤ ·  20.8 �³±²¼ F (K;L) | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ CES-´³ª¶¨¿ ±²¥¯¥¨

®¤®°®¤®±²¨ , ¨ �K | ¥¥ ®°¬  § ¬¥¹¥¨¿ L   K. �®«®¦¨¬ � =
�K=.

�®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ � = 1, ²® F ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© �®¡¡ {�³£« ± .

�±«¨ � = 0, ²® F = minfK
; L

g.
�±«¨ ¦¥ � 6= 0 ¨ � 6= 1, ²®

F (K;L) = C1

�
K

(��1)=� +CL
(��1)=���=(��1)

;

£¤¥ C ¨ C1 | ¥ª®²®°»¥ ª®±² ²».

�¥°¥¯¨¸¥¬ CES-´³ª¶¨¨ ¢ ®¡¹¥¯°¨¿²®© ´®°¬¥. �«¿ ½²®£® ¯®«®-
¦¨¬ � = (1� �)=�, � = 1=

p
1 + C2, ¨ A = C1

p
1 + C2. �®£¤  ¨¬¥¥¬

F (K;L) = A
�
�K

�� + (1� �)L��
��=�

:
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4 �®¤¥«¨ ²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±± 

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ ° §¤¥« µ ¬» ¥ ³·¨²»¢ «¨, ·²® ±® ¢°¥¬¥¥¬ ¯°®¨§-
¢®¤±²¢¥»© ¯°®¶¥±±,  , § ·¨², ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿
´³ª¶¨¿, ¬®¦¥² ¬¥¿²¼±¿. �±®¢»¥ ¯°¨·¨» ½²®£® ¨§¬¥¥¨¿ ±¢¿-
§ » ±  ³·®-²¥µ¨·¥±ª¨¬ ¯°®£°¥±±®¬.

� ±±¬®²°¨¬ ®¤®¯°®¤³ª²®¢³¾ ¤¢³µ´ ª²®°³¾ ¬®¤¥«¼ ¨ ³·²¥¬ ¥¥
¢°¥¬¥³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼. �®£¤  ¯°®¨§¢®¤±²¢¥³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ ®¡¹¥¬
¢¨¤¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

Y (t) = F
�
K(t); L(t); t

�
:

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ «¨¥©®-®¤®°®¤ 
¯® K ¨ L:

F
�
�K; �L; t

�
= �F

�
K;L; t

�
¤«¿ «¾¡®£® � > 0.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¢®°¿², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±, ¥±«¨
F
�
K(t); L(t); t

�
| ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿ ®² t.

� ¯®¬¨¬, ·²® ¢»¸¥ ¬» ¢¢¥«¨ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢®±¥¬¼
½ª®®¬¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¯®ª § ²¥«¥© (  ² ª¦¥ ¥ª®²®°»¥ ¤°³£¨¥
¯®ª § ²¥«¨, ¯®«³· ¾¹¨¥±¿ ¨§ ½²¨µ ¢®±¼¬¨ ½«¥¬¥² °»¬¨  «£¥¡° ¨-
·¥±ª¨¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨):

� y = Y=L | ±°¥¤¿¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ²°³¤ ;

� k = K=L | ´®¤®¢®®°³¦¥®±²¼;

� v = @Y=@L | ¯°¥¤¥«¼ ¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ²°³¤ ;

� r = @Y=@K | ¯°¥¤¥«¼ ¿ ´®¤®®²¤ · ;

� � = @Y
@K

R
Y
| ª®½´´¨¶¨¥² ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ´®¤ ¬;

� � = @Y
@L

L
Y
| ª®½´´¨¶¨¥² ½« ±²¨·®±²¨ ¯® ²°³¤³;

� SK = @F=@L

@F=@K
| ¯°¥¤¥«¼³¾ ®°¬³ § ¬¥» ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢

®±®¢»¬¨ ´®¤ ¬¨ (  ² ª¦¥ SL = 1=SK | ¯°¥¤¥«¼³¾ ®°¬³
§ ¬¥» ®±®¢»µ ´®¤®¢ ²°³¤®¢»¬¨ °¥±³°± ¬¨); ®°¬³ SK ¡³¤¥¬
®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ S;

� �K = (dSK
dk

k
SK

)�1 | ½« ±²¨·®±²¼ § ¬¥» ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢
®±®¢»¬¨ ´®¤ ¬¨ (  ² ª¦¥ �L = �K ½« ±²¨·®±²¼ § ¬¥»
®±®¢»µ ´®¤®¢ ²°³¤®¢»¬¨ °¥±³°± ¬¨). �« ±²¨·®±²¼ �K ¡³-
¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ �.
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� ª ¯° ¢¨«®, ®¯¨± ¨¥ £¨¯®²¥§» ®²®±¨²¥«¼® µ ° ª²¥°   ³·®-²¥µ-
¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±±  ´®°¬³«¨°³¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ±®®²®¸¥¨©   ¢»-
¸¥¯¥°¥·¨±«¥»¥ ¯®ª § ²¥«¨. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® µ®²¿ ½²¨ ¯®ª § -
²¥«¨ ¨§¬¥¿¾²±¿, ® ®¤ ª®   ¨µ ¨¬¥¾²±¿ ¥ª®²®°»¥ ±®®²®¸¥¨¿,
ª®²®°»¥ ®±² ¾²±¿ ¥¨§¬¥»¬¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �³±²¼ �(y; k; v; r; �; �; SK; �K) | ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿.
�°®£°¥±±  §»¢ ¥²±¿ �-¥©²° «¼»¬, ¥±«¨ �(y; k; v; r; �; �; SK; �K) =
0.

� ±±¬®²°¨¬  ¨¡®«¥¥ ¯®¯³«¿°»¥ ²¨¯» ¯°®£°¥±± .

1) �¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±  §»¢ ¥²±¿ ¥©²° «¼»¬ ¯® �¨ª±³, ¥±«¨ ¯°¥-
¤¥«¼ ¿ ®°¬  § ¬¥» S ¿¢«¿¥²±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² ¢°¥¬¥¨ ´³ª-
¶¨¥© '(k) ´®¤®¢®®°³¦¥®±²¨ k: S = '(k). �»¬¨ ±«®¢ ¬¨,
¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥, § ¯¨± -
®¥ ¢ ²¥°¬¨ µ ´³ª¶¨¨ f :

f

f 0
� k = '(k):

�¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤ y = A(t)f0(k) ¤«¿ ¥-
ª®²®°»µ ´³ª¶¨© A(t) ¨ f0(k). �±¯®¬¨ ¿ ¯°® ³±«®¢¨¥ «¨¥©®©
®¤®°®¤®±²¨, ¯®«³· ¥¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥-
 ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤ F (K;L; t) = A(t)F0(K;L), ¨, § ·¨², A(t)
| ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿.

2) �¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±  §»¢ ¥²±¿ ¥©²° «¼»¬ ¯® � °°®¤³, ¥±«¨
¯°¥¤¥«¼ ¿ ´®¤®®²¤ ·  r ¿¢«¿¥²±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² ¢°¥¬¥¨ ´³ª-
¶¨¥©  (z) ±°¥¤¥© ´®¤®®²¤ ·¨ z = Y=K = y=k: r =  (z). �²  ±¨-
²³ ¶¨¿ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ³° ¢¥¨¥¬:

f
0 =  (f=k):

�®¦® ¯®ª § ²¼ (±¤¥« ©²¥ ½²®), ·²® ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢-
¥¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤ f = A(t)f0

�
k=A(t)

�
, ¯®½²®¬³ ®¡¹¨© ¢¨¤ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨© ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ ² ª®¢: F (K;L; t) = F0

�
K;A(t)L

�
.

3) �¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±  §»¢ ¥²±¿ ¥©²° «¼»¬ ¯® �®«®³, ¥±«¨ ¯°¥-
¤¥«¼ ¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ²°³¤  v ¿¢«¿¥²±¿ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®²
¢°¥¬¥¨ ´³ª¶¨¥© ±°¥¤¥© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ y. � «®£¨·»¥
° ±±¬®²°¥¨¿ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ®¡¹¨© ¢¨¤ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª-
¶¨¨ ² ª®¢: F (K;L; t) = F0

�
A(t)K;L

�
.
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�¥ª¶¨¿ 21

�®¤¥«¨°®¢ ¨¥

¯°®¶¥±±®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

ª ¯¨² «®¢«®¦¥¨©

� ¤ ®© «¥ª¶¨¨ ¬» ° §¡¥°¥¬ ®¤® ¨§ ¯°¨«®¦¥¨© ²¥®°¨¨ ¯°®¨§¢®¤-
±²¢¥»µ ´³ª¶¨©   ¯°¨¬¥°¥ ¯°¥¤«®¦¥®© �. � ¬±¥¥¬ ¬®¤¥«¨, ®¯¨-
±»¢ ¾¹¥© ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ¨ ¯®²°¥¡«¥¨¿.

�» ¡³¤¥¬ ®¯¿²¼ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¨¬¥¥²±¿ ®¤®¯°®¤³ª²®¢ ¿ ¤¢³µ-
´ ª²®° ¿ ¬®¤¥«¼, ¢ ª®²®°®© ¯¥°¥¬¥ ¿ Y ®¯¨±»¢ ¥² ®¡º¥¬ ¢»¯³±ª ,
¯¥°¥¬¥»¥ K ¨ L | ª®«¨·¥±²¢  ®±®¢»µ ´®¤®¢ ¨ ²°³¤®¢»µ °¥±³°-
±®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥®,   F | ½²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿. � ª ¨ ¯°¨
¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ¬®¤¥«¥© ²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±± , ¡³¤¥¬ ³·¨²»¢ ²¼ § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®£® ¯°®¶¥±±  ®² ¢°¥¬¥¨ t 2 [0; T ].

�¥°¢®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®
¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ¢¥±¼ ¢»¯³±ª Y (t) ¤¥«¨²±¿   ¤¢¥ · ±²¨:
®¤  ¨§ ¨µ, ®¡®§ · ¥¬ ¿ ·¥°¥§ C(t), ¨¤¥²   ¯®²°¥¡«¥¨¥,   ¤°³£ ¿,
I(t), |   ° §¢¨²¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢  (².¥. I(t) | ½²® ¨¢¥±²¨¶¨¨ ¨«¨ ª ¯¨-
² «®¢«®¦¥¨¿). �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ s(t) ²³ · ±²¼ ¢»¯³±ª  Y (t), ª®²®° ¿
¨¤¥²   ¨¢¥±²¨¶¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

Y (t) = C(t) + I(t) =
�
1� s(t)

�
Y (t) + s(t)Y (t);(21.1)

¨ 0 � s(t) � 1.

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥«¨·¨  c(t) = C(t)=L(t)  §»¢ ¥²±¿ ³¤¥«¼»¬ ¯®-

²°¥¡«¥¨¥¬.
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� ¸  ¶¥«¼ ±®±²®¨² ¢ ¢»¡®°¥ ®¯²¨¬ «¼®© ´³ª¶¨¨ s(t). � ª ·¥-
±²¢¥ ª°¨²¥°¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¨ ®¡-
¹¥£® ³¤¥«¼®£® ¯®²°¥¡«¥¨¿ ± ³·¥²®¬ ¤¨±ª®²¨°®¢ ¨¿. �°¥¤¯®« £ ¿,
·²® ¤¨±ª®²¨°®¢ ¨¥ § ¤ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© e��t, £¤¥ � > 0 | ¥ª®²®° ¿
ª®±² ² , ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¢ °¨ ¶¨®®¬³ ´³ª¶¨® «³, ª®-
²®°»© ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ³¤¥«¼»¬ ¯®²°¥¡«¥¨¥¬ ± ³·¥²®¬ ¤¨±ª®²¨°®¢ ¨¿

  ¯°®¬¥¦³²ª¥ [0; T ]: Z T

0

C(t)

L(t)
e
��t

dt:(21.2)

�´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ®±®¢»¥ ®£° ¨·¥¨¿.
�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � > 0 ±ª®°®±²¼  ¬®°²¨§ ¶¨¨ (².¥. � | ½²® ² 

· ±²¼ ®±®¢»µ ´®¤®¢, ª®²®° ¿ ¢»¡»¢ ¥² ¨§ ±²°®¿ §  ¥¤¨¨¶³ ¢°¥-
¬¥¨). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨°®±² K

0(t) ®±®¢»µ ´®¤®¢ §  ¥¤¨¨¶³
¢°¥¬¥¨ ° ¢¥ ° §®±²¨ ¬¥¦¤³ ¢ª« ¤®¬ ®² ¨¢¥±²¨¶¨©, ².¥. ¢¥«¨·¨®©
I(t), ¨ ³¹¥°¡®¬ ®² ¨§®± , ².¥. ¢¥«¨·¨®© �K(t). �°¥¤¯®« £ ¿, ·²®
  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥¨ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ¨§¬¥¥¨©
¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ ¥ ¯°®¨±µ®¤¨² (².¥. F ¿¢® ®² t ¥ § ¢¨-
±¨²),   ² ª¦¥ ·²® ²°³¤®¢»¥ °¥±³°±»  µ®¤¿²±¿   ¯®±²®¿®¬ ³°®¢¥
(².¥. L ®² t ¥ § ¢¨±¨²), ¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³
³° ¢¥¨¾:

K
0(t) = I(t) � �K(t) = s(t)F

�
K(t); L

�
� �K(t):(21.3)

�²®°®¥ ®£° ¨·¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ \¢»¡®° ½ª®®¬¨·¥±ª®£® £®°¨§®² "
¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¢ ª®¥·»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ T ´®¤®¢®®°³¦¥-
®±²¼ ¥ ³¯ «  ¨¦¥ ¥ª®²®°®© ¯®«®¦¨²¥«¼®© ª®±² ²» kT , ².¥.

K(t)

L
� kT > 0:(21.4)

�ª²³ «¼®±²¼ ½²®£® ³±«®¢¨¿ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²®¡» §  ¯°¥¤¥« ¬¨
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¯¥°¨®¤  ¢°¥¬¥¨ ®¡¥±¯¥·¨²¼ ®¯°¥¤¥«¥»© ½ª®®-
¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ «.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª § ¤ ·¥ ¯®¨±ª  ´³ª¶¨¨ s(t), ¬ ª±¨-
¬¨§¨°³¾¹¥© ´³ª¶¨® « (21.2) ¯°¨ ®£° ¨·¥¨¿µ (21.1), (21.3) ¨ (21.4).

�±±«¥¤³¥¬ ½²³ § ¤ ·³   ¯°¨¬¥°¥ «¨¥©®-®¤®°®¤®© ¯°®¨§¢®¤-

±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ F (K;L) ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ´³ª¶¨¿ f(k) = F (k; 1)
¿¢«¿¥²±¿ ¥®ª« ±±¨·¥±ª®©. �¥°¥©¤¥¬ ª ®¢®© ¯¥°¥¬¥®© | ´®¤®¢®-
®°³¦¥®±²¨ k = K=L. �®£¤  ®¡¹¥¥ ³¤¥«¼®¥ ¯®²°¥¡«¥¨¥ ¯¥°¥¯¨-
¸¥²±¿ ² ª: Z T

0

�
1� s(t)

�
f
�
k(t)

�
e
��t

dt;(21.5)
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  ®£° ¨·¥¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤:

k
0(t) = s(t)f

�
k(t)

�
� �k(t);

0 � s(t) � 1; k(0) = k0 > 0; k(T ) � kT > 0:
(21.6)

�¥°¥¯¨¸¥¬ ½²³ § ¤ ·³ ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥. �«¿ ½²®£® ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
L(k; s; t) ´³ª¶¨¾ (1�s)f(k)e��t ,   ·¥°¥§ '(k; s; t) ´³ª¶¨¾ sf(k)��k (¢
 ¸¥¬ ±«³· ¥ ' ¿¢® ¥ § ¢¨±¨² ®² t). �°®¬¥ ²®£®, ¯³±²¼ U ®¡®§ · ¥²
®²°¥§®ª [0; 1] (®¡« ±²¼ § ·¥¨© ´³ª¶¨¨ s),   M | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ k,
² ª¨µ ·²® k � kT . � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²° ¤¨¶¨¥©, ¯¥°¥¬¥³¾ s ¡³¤¥¬
 §»¢ ²¼ ³¯° ¢«¥¨¥¬,   ¯¥°¥¬¥³¾ k | ´ §®¢®© ¯¥°¥¬¥®©. �² ª,
¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³:

Z T

0

L(k; s; t) dt! max;

k
0 = '(k; s; t);

s : [0; T ]! U; k(0) = k0; k(T ) 2M:

�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨ ª ¦¤®¬ § ¤ ®¬ ³¯° ¢«¥¨¨ s(t) ¬»  µ®¤¨¬
¨§ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ ´ §®¢³¾ ª°¨¢³¾ k(t), ³¤®¢«¥²¢®°¿-
¾¹³¾  · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾ k(0) = k0. �°®¢¥°¿¥¬, ¢»¯®«¿¥²±¿ «¨ ¤«¿
½²®© ª°¨¢®© ¢²®°®¥ £° ¨·®¥ ³±«®¢¨¥ k(T ) 2 M , ¨ ¥±«¨ ¤ , ²® ¢»-
·¨±«¿¥¬ § ·¥¨¥ ¢ °¨ ¶¨®®£® ´³ª¶¨® « . � ¸  § ¤ · :  ©²¨
² ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ s(t), ·²®¡» ´³ª¶¨® « ¯°¨¿« ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦-
®¥ § ·¥¨¥.

�«¿ °¥¸¥¨¿ ½²®© § ¤ ·¨ ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¨¶¨¯®¬ ¬ ª±¨¬³¬ 
�®²°¿£¨ . �¤ ª®, ¯°¥¦¤¥ ·¥¬  ¯®¬¨²¼ ½²®² ¯°¨¶¨¯, ° ±±¬®-
²°¨¬ ¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ § ¤ ·³. �·¨² ¿ ³¯° ¢«¥¨¥ s(t) ¯®±²®¿»¬, ² -
ª¨¬ ·²® s(t) = s, £¤¥ 0 < s < 1, ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥
k(t) = ks ³° ¢¥¨¿ (21.6) ¯°¨ § ¤ ®¬ s,  ©¤¥¬ ² ª®¥ s, ¯°¨ ª®²®°®¬
´³ª¶¨® « (21.5) ¬ ª±¨¬ «¥.

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥ k(t) = ks ³° ¢¥¨¿ (21.6)
±³¹¥±²¢³¥², ¥¤¨±²¢¥® ¨ ks ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ ª®°¥¬ ³° ¢¥-
¨¿ sf(k)��k = 0 (¢±¥ ½²¨ ´ ª²» ±«¥¤³¾² ¨§ ¥®ª« ±±¨·®±²¨ ´³ª¶¨¨
f , ¤®ª ¦¨²¥).

� «¥¥, ¿±®, ·²® ¢ ±¤¥« »µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼-

®±²¨ ´³ª¶¨® «  (21.5) ½ª¢¨¢ «¥²® ¬ ª±¨¬ «¼®±²¨ ¢»° ¦¥¨¿
(1� s)f(ks).

� ¤ ·  21.1 �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ (1 � s)f(ks) ¬ ª±¨¬ «¼®

¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ f
0(ks) = �.
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�§ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨ ¯®«³· ¥¬, ·²® ¥±«¨ s� | ² ª®¥ s, ¯°¨ ª®²®-
°®¬ ¢»° ¦¥¨¥ (1� s)f(ks) ¬ ª±¨¬ «¼®,   k� | ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
ks� , ²®

s
� =

�s
�

f(k�)
=
f
0(k�)k�

f(k�)
:

� ¤¨¬ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¯®±«¥¤¥£® ³° ¢¥¨¿. �«¿ ½²®£® ¢±¯®¬¨¬,
·²® @F=@K = f

0(k), ®²ª³¤ , ¯®«®¦¨¢ k� = K
�
=L, ¯®«³· ¥¬

@F (K�
; L)

@K
K
� = s

�
F (K�

; L):

� ¯®¬¨¬, ·²® ¢¥«¨·¨  @F=@K ¤«¿ «¨¥©® ®¤®°®¤®© ´³ª¶¨¨
¨²¥°¯°¥²¨°³¥²±¿ ª ª ®°¬  ¯°¨¡»«¨ ± ª ¯¨² « , ¯®½²®¬³ ¢¥«¨·¨ 
K
�
@F=@K | ½²® ¤®µ®¤ ®² ª ¯¨² « . � ¯®¬¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¢¥«¨·¨ 

s
�
F (K�

; L) | ½²® ¢¥«¨·¨  ¨¢¥±²¨¶¨© ¢ ®±®¢»¥ ´®¤». � ª¨¬
®¡° §®¬, ¬» ¯®«³· ¥¬ §®«®²®¥ ¯° ¢¨«®  ª®¯«¥¨¥, ±´®°¬³«¨°®¢ -
®¥ �. �¥«¯±®¬: ¨¢¥±²¨¶¨¨ ¢ ®±®¢»¥ ´®¤» ¤®«¦» ° ¢¿²¼±¿

¤®µ®¤³, ¯®«³· ¥¬®¬³ ®² ª ¯¨² « .
�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®¯¨± ¨¾ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ .

1 �°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ 

�³±²¼ ±®±²®¿¨¥ ¥ª®²®°®£® ®¡º¥ª²  § ¤ ¥²±¿ n-¬¥°»¬ ¢¥ª²®°®¬ x.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±®±²®¿¨© x ®¡° §³¥² n-¬¥°®¥ ¯°®-
±²° ±²¢® Rn,  §»¢ ¥¬®¥ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �°¥¤¯®«®¦¨¬,
·²® ¨§¬¥¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ x § ¢¨±¨² ª ª ®² ¢°¥¬¥¨ t, ² ª ¨ ®² ¥ª®-
²®°»µ ¢¥«¨·¨ ui, ®¡° §³¾¹¨µ m-¬¥°»© ¢¥ª²®° u,  §»¢ ¥¬»© ³¯° -
¢«¥¨¥¬. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨©
®¡° §³¥² ¥ª®²®°³¾ § ¬ª³²³¾ ®£° ¨·¥³¾ ®¡« ±²¼ U � Rm.

�³±²¼ § ª® ¨§¬¥¥¨¿ ±®±²®¿¨¿ x § ¤ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ®¡»ª®¢¥-
»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¯ -
° ¬¥²°  u:

x
0
i = fi(x; u; t); i = 1; : : : ; n;(21.7)

£¤¥ ´³ª¶¨¨ fi ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¯® ±®¢®ª³¯®±²¨ ¯¥°¥-
¬¥»µ ¨ ¥¯°¥°»¢®-¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¬¨ ¯® ¯¥°¥¬¥»¬ xi ¨ t.

�±«¨ § ¤ ® ¥ª®²®°®¥ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t) (².¥. ¯°¨ «¾¡®¬
t ²®·ª  u(t) «¥¦¨² ¢ U ), ²® ±¨±²¥¬  (21.7) ¢¬¥±²¥ ±  · «¼»¬ ³±«®-
¢¨¥¬ x(0) = x0 § ¤ ¥² ¥¤¨±²¢¥³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ x(t), ¿¢«¿¾¹³¾±¿
°¥¸¥¨¥¬ ½²®© ±¨±²¥¬». �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ² ª®¥ x(t) ¿¢«¿¥²±¿ ¢»-
µ®¤¿¹¨¬ ¨§ ²®·ª¨ x0 °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ (21.7), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬
³¯° ¢«¥¨¾ u(t).
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�³±²¼ xT | ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ¨§ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢  Rn, ¨M |
¯®¤¬®¦¥±²¢® ½²®£® ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ x 2 Rn,
² ª¨µ ·²® x � xT . �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥-

°¥¢®¤¨² ²®·ª³ x0   ¬®¦¥±²¢® M , ¥±«¨ ¤«¿ ¢»µ®¤¿¹¥£® ¨§ x0 °¥-
¸¥¨¿ x(t) ³° ¢¥¨¿ (21.7), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ³¯° ¢«¥¨¾ u(t), ª®-
¥· ¿ ²®·ª  x(T ) «¥¦¨² ¢ M , ².¥. ¥±«¨ x(T ) � xT . �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§
U(x0;M ) ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ³¯° ¢«¥¨©.

�³±²¼ L(x; u; t) | ¥¯°¥°»¢®-¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥-
¬¥»µ x, u ¨ t. � ±±¬®²°¨¬ ¢ °¨ ¶¨®»© ´³ª¶¨® « F

�
x(t); u(t)

�
,

±² ¢¿¹¨© ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ´ §®¢®© ª°¨¢®© x(t) ¨ ª ¦¤®¬³ ¤®-
¯³±²¨¬®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾ u(t) ·¨±«®

F
�
x(t); u(t)

�
=

Z T

0

L
�
x(t); u(t); t

�
dt:(21.8)

�±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ x(t) ¢»¡¨° ¥²±¿ ¢»µ®¤¿¹¥¥ ¨§ x0 °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥-
¨¿ (21.7), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ u(t), ²® ´³ª¶¨® « F

�
x(t); u(t)

�
¡³¤¥¬

®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ F
�
x0; u(t)

�
.

�®§¨ª ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿ § ¤ · :  ©²¨ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t),
¬ ª±¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ ´³ª¶¨® « F

�
x0; u(t)

�
, ®£° ¨·¥»©   U(x0;M ).

� ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬.

�°¨¬¥°. � ¤ ·  ® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ª ¯¨² «®¢«®¦¥¨©, ° ±±¬®²°¥ ¿
¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³ª²¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¬¥°®¬ ²®«¼ª® ·²® ±´®°¬³«¨°®¢ -
®© § ¤ ·¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤®±² ²®·® ¯®«®¦¨²¼ x = k, x0 = k0,
u = s, L(x; u; t) = L(k; s; t) = (1 � s)f(k)e��t, xT = kT , ¨, § ·¨²,
M = fk 2 R j k � kTg. �®£¤  § ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ¯®¨±ª¥ ®¯²¨¬ «¼®©
´³ª¶¨¨ s(t), ®²¢¥· ¾¹¥© §  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ª ¯¨² «®¢«®¦¥¨©.

�°¨¢¥¤¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ³¯° ¢«¥¨¿ u(t),  -
§»¢ ¥¬®¥ ¯°¨¶¨¯®¬ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ .

� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾

H(x; p; u; t) = L(x; u; t) + p � f(x; u; t);

£¤¥ ¯¥°¥¬¥»¥ p 2 Rn  §»¢ ¾²±¿ ¤¢®©±²¢¥»¬¨. �³ª¶¨¿ H  -
§»¢ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬.

�²¬¥²¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®·¥¢¨¤®¥ ²®¦¤¥±²¢®:

@H
@p

= f(x; u; t);

®²ª³¤ 

x
0(t) =

@H
@p

�
x(t); p; u(t); t

�
(21.9)
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(¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ 21.9 ®² p ¥ § ¢¨±¨²).
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ x(t) | °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (21.9)   ®²°¥§ª¥ [0; T ]
¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¤®¯³±²¨¬®£® ³¯° ¢«¥¨¿ u(t), ¯°¨·¥¬ x(0) = x0, ²® x(t)
¿¢«¿¥²±¿ ¢»µ®¤¿¹¨¬ ¨§ ²®·ª¨ x0 °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ (21.7), ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨¬ ³¯° ¢«¥¨¾ u(t).

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±¨±²¥¬³

p
0(t) = �@H

@x

�
x(t); p(t); u(t); t

�
:(21.10)

�²  ±¨±²¥¬   §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥®©.
�® £ ¬¨«¼²®¨ ³ H(x; p; u; t) ¯®±²°®¨¬ ´³ª¶¨¾ M(x; p; t), ¥ § -

¢¨±¿¹³¾ ®² ³¯° ¢«¥¨¿ u, ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

M(x; p; t) = max
u2U

H(x; p; u; t):

�¥®°¥¬  21.1 �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t), ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ²®·ª³ x0   ¬®-
¦¥±²¢® M , ®¯²¨¬ «¼®, ¨ x(t) | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ u(t) ´ §®¢ ¿

ª°¨¢ ¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¥¯°¥°»¢®¥ ª³±®·® ¥¯°¥°»¢®

¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®¥ °¥¸¥¨¥ p(t) ±®¯°¿¦¥®© ±¨±²¥¬»

p
0(t) = �@H

@x

�
x(t); p(t); u(t); t

�
;

¤«¿ ª®²®°®£® H
�
x(t); p(t); u(t); t

�
= M

�
x(t); p(t); t

�
. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨,

°¥¸¥¨¥ p(t) ¬ ª±¨¬¨§¨°³¥² ¯°¨ ª ¦¤®¬ t ´³ª¶¨¾ H
�
x(t); p; u(t); t

�
.

�®«¥¥ ²®£®, ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥:

p(T ) �
�
x(T ) � xT

�
= 0:

�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¢¨¤ 

x
0 =

@H
@p

p
0 = �@H

@x

(21.11)

 §»¢ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®®¢®©.

2 �°¨¬¥¥¨¥ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®-

²°¿£¨  ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ § ¤ ·¨ ®¡ ®¯²¨-

¬ «¼®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ª ¯¨² «®¢«®¦¥-

¨©

�°¨¬¥¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ § -
¤ ·¨ ®¡ ®¯²¨¬ «¼®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ª ¯¨² «®¢«®¦¥¨©. �«¿ ½²®£®
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¢»¯¨¸¥¬ £ ¬¨«¼²®¨ . �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, £ ¬¨«¼²®¨  H(k; p; s; t)
¨¬¥¥² ¢¨¤

H(k; p; s; t) = (1� s)f(k)e��t + p
�
sf(k) � �k

�
:

�»¯¨¸¥¬ ±®¯°¿¦¥³¾ ±¨±²¥¬³. �¬¥¥¬

p
0(t) = �(1� s)f 0(k)e��t � p

�
sf
0(k)� �

�
:(21.12)

�»¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼ ´³ª¶¨¾ M(k; p; t):

M(k; s; t) = max
s2[0;1]

h
(1� s)f(k)e��t + p

�
sf(k) � �k

�i
=

c + f(k)e��t max
s2[0;1]

h
s
�
pe

�t � 1
�i
;

£¤¥ ¢¥«¨·¨  c ¥ § ¢¨±¨² ®² s.
�® ²¥®°¥¬¥ 21.1, ¥±«¨ ´³ª¶¨¿ s(t) ®¯²¨¬ «¼ , ²® ±³¹¥±²¢³¥² °¥-

¸¥¨¥ p(t) ±®¯°¿¦¥®© ±¨±²¥¬», ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ª®²®°®© ¯®¤±² ¢«¥ 
¢¬¥±²® s ´³ª¶¨¿ s(t), ² ª®¥ ·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ t ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾-
¹¨¥ ³±«®¢¨¿:

s(t)
�
p(t)e�t � 1

�
= max

s2[0;1]
s
�
p(t)e�t � 1

�
(21.13)

¨

p(T )
�
k(T )� kT

�
= 0:(21.14)

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ q(t) ¢¥«¨·¨³ p(t)e�t. �®£¤ , ®·¥¢¨¤®, ¨§ ³±«®¢¨¿ (21.13)
¢»²¥ª ¥², ·²®

s(t) =

8><
>:
1; ¥±«¨ q(t) > 0,

0; ¥±«¨ q(t) < 0,

0 � s(t) � 1; ¥±«¨ q(t) = 0.

(21.15)

�§ ³° ¢¥¨¿ (21.12) ¢»²¥ª ¥², ·²® q(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¥¬³
³° ¢¥¨¾

q
0(t) = p

0(t)e�t + �p(t)e�t =�
�(1 � s)f 0(k)e��t � p(t)

�
sf
0(k) � �

��
e
�t + �p(t)e�t =

� (1 � s)f 0(k) + q(t)
�
� + � � sf

0(k)
�
;

².¥.

q
0(t) = �(1� s)f 0(k) + q(t)

�
�+ � � sf

0(k)
�
:(21.16)



138

� «¼¥©¸¨©   «¨§ ¬®¦® ¯°®¢®¤¨²¼ ² ª. �«¿ ª ¦¤®© ¯ °»  -
· «¼»µ ³±«®¢¨© k(t) = kt ¨ q(t) = qt, ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£®, ¡®«¼¸¥
qt ·¥¬ 1 ¨«¨ ¬¥¼¸¥, ¬» ¯®« £ ¥¬, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®¢¨¥¬ (21.15),
´³ª¶¨¾ s ° ¢®© ¨«¨ 0, ¨«¨ 1, ¨ ° §°¥¸ ¥¬ ³° ¢¥¨¥ (21.6) ®²®-
±¨²¥«¼® k ¯°¨  · «¼®¬ ³±«®¢¨¨ k(t) = kt. �®¤±² ¢«¿¿ ¯®«³·¥³¾
´³ª¶¨¾ k ¢ ³° ¢¥¨¥ (21.16),  µ®¤¨¬ ´³ª¶¨¾ q ¯°¨  · «¼®¬
³±«®¢¨¨ q(t) = qt. �®«³·¥®¥ °¥¸¥¨¥ q ¯°®¤®«¦ ¥¬ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª 
q ¥ ±² ¥² ° ¢»¬ 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³· ¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ª°¨¢»µ
  ¯«®±ª®±²¨ (k; q), ®¯°¥¤¥«¥»µ ¢¥ ¯°¿¬®© q = 1. � ª ª ª, ¯® ²¥®-
°¥¬¥ 21.1, ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®£® s(t) ´³ª¶¨¿ q(t) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢®©,  
´³ª¶¨¿ k(t) ² ª¦¥ ¥¯°¥°»¢ , ¤® ¬» ¤®®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¯®«³·¥»¥ ª°¨-
¢»¥   ¯°¿¬®© q = 1 ¨§ ±®®¡° ¦¥¨© ¥¯°¥°»¢®±²¨. �®·¥¥ £®¢®°¿,
¬» ±ª«¥¨¢ ¥¬ °¥¸¥¨¿, ¨¬¥¾¹¨¥ ®¤¨ ª®¢»¥ ¯°¥¤¥«» ¯°¨ q! 1 ±¢¥°µ³
¨ ±¨§³ (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ² ª ¿ ±ª«¥©ª  ®¯°¥¤¥«¥  ¥®¤®§ ·®, ² ª
ª ª ¥ª®²®°»¥ ²®·ª¨ ¯°¿¬®© q = 1 ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤¥«¼»¬¨ ¡®«¥¥
·¥¬ ¤«¿ ¤¢³µ ª°¨¢»µ). �±² ¥²±¿ ¢»¡° ²¼ ²¥ °¥¸¥¨¿, ¤«¿ ª®²®°»µ
¢»¯®«¿¥²±¿ ®£° ¨·¥¨¥ (21.14).

� ¤ ·  21.2 �°®  «¨§¨°®¢ ²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ¬®¤¥«¼ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¿ ª ¯¨² «®¢«®¦¥¨© ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿-

£¨ .

� ¤ ·  21.3 �°®  «¨§¨°®¢ ²¼ ¬®¤¥«¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª ¯¨² «®¢«®-

¦¥¨© ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  f(k) = k
�
, 0 < � < 1.

� ¤ ·  21.4 �°®  «¨§¨°®¢ ²¼ ¬®¤¥«¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª ¯¨² «®¢«®-

¦¥¨© ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ´³ª¶¨¨ F (K;L; t) = A(t)F0(K;L), ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²¥µ¨·¥±ª®¬³ ¯°®£°¥±±³, ¥©²° «¼®¬³ ¯® �¨ª±³,

£¤¥ A(t) = A0e
��t

¨ L(t) = L0e
nt
.



�¥ª¶¨¿ 22

�ª®®¬¨ª®-

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨

± ¥®¯°¥¤¥«¥»¬¨

´ ª²®° ¬¨.

�¬¨² ¶¨®»¥ ¬®¤¥«¨

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨¿µ ¬» ° ±±¬®²°¥«¨ ¬®£® ° §»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ
¬®¤¥«¥© ½ª®®¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬. �®«¼¸¨±²¢® ¨§ ¨µ ¬®¦® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥. �³±²¼ x 2 X | ¢µ®¤»¥ ¯ ° ¬¥²°» ±¨±²¥¬».
�°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ¬ ª±¨¬³¬ ¥ª®²®°®© ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨¨ W (x). �¬¥-
¥²±¿ ¡®£ ²»©  ¡®° ¬¥²®¤®¢ °¥¸¥¨¿ ² ª¨µ § ¤ · («¨¥©®¥ ¨ ¬ ²¥-
¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥, ¬¥²®¤ � £° ¦ , ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ 
�®²°¿£¨  ¨ ¤°.) �¤ ª® ¢ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬ µ ¨¬¥¾²±¿ ¬®£®·¨±«¥-
»¥ ±«³· ©»¥ ´ ª²®°», ª®²®°»¥ ¬®£³² ±¨«¼® ¯®¢«¨¿²¼   ±¨±²¥¬³ ¨
¯°¨¢¥±²¨ ª ±³¹¥±²¢¥®¬³ ®²ª«®¥¨¾ ¥¥ ¯®¢¥¤¥¨¿ ®² ¢»·¨±«¥®£®
°¥¸¥¨¿. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨, ³·¨²»¢ ¾¹¨¥ ®¯¨± ³¾ ¢®§¬®¦-
®±²¼,  §»¢ ¾²±¿ ¬®¤¥«¿¬¨ ± ¥®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ´ ª²®° ¬¨.

�¤¥¿ ±®±²®¨² ¢ ³·¥²¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨¨ W (x) ¥¹¥ ¨ ®²
±«³· ©®£® ¯ ° ¬¥²°  y 2 Y , ².¥. ²¥¯¥°¼ ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤
W (x; y). �» ° §¡¥°¥¬ ¤¢¥ § ¤ ·¨ ² ª®£® ²¨¯ : ¬®¤¥«¼ ±® ±«³· ©»¬¨
´ ª²®° ¬¨ ¨ ¬®¤¥«¼ ± ¥¯®«®© ¨´®°¬ ¶¨¥©.
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1 �®¤¥«¼ ±® ±«³· ©»¬¨ ´ ª²®° ¬¨

�³±²¼ (
;A; P ) | ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®, £¤¥ 
 | ¯°®±²° -
±²¢® ½«¥¬¥² °»µ ¨±µ®¤®¢, A | ½²® �- «£¥¡°    
 (².¥. ±¥¬¥©±²¢®
¯®¤¬®¦¥±²¢ ¢ 
, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ 
 ¨ § ¬ª³²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ¢§¿²¨¿ ¡¥±-
ª®¥·»µ ®¡º¥¤¨¥¨©, ¡¥±ª®¥·»µ ¯¥°¥±¥·¥¨© ¨ ¤®¯®«¥¨¿), ¨ P

| ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥° . �³±²¼ � | ¥ª®²®° ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ².¥.
¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ � : 
! R, ®¯°¥¤¥«¥ ¿   ¯°®±²° ±²¢¥ ±®¡»²¨©

.

� ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©. �³ª-
¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿   ¢¥-
¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®© R, ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ² ª:

F�(t) = P (� � t):

�³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ®·¥¢¨¤®, ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹¥©,
¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ¨

lim
t!�1

F�(t) = 0; lim
t!1

F�(t) = 1:

�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿ f�(t), ² ª ¿ ·²®

F�(t) =

Z t

�1
f�(� ) d�;

²® ´³ª¶¨¿ f�(t)  §»¢ ¥²±¿ ¯«®²®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F�(t).
� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ M� ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ± ¯«®²®-

±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ f�  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨ 

M� =

Z



� dP =

Z 1

�1
t f�(t) dt;

k-»¬ ¬®¬¥²®¬ | ¢¥«¨·¨  M�
k,   ¤¨±¯¥°±¨¥© | ¢¥«¨·¨ 

�
2
� =M(� �M�)2:

�® ¢¢¥¤¥»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ, Lk-®°¬  ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �(!) § ¤ -
¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«®©

Lk(�) =

�Z



�
k
dP

� 1

k

=
�
M�

k
� 1
k
:

�³±²¼ W (x; y) | ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿, ¨ ±«³· ©»¥ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢ ±¨-
±²¥¬¥ § ¤ ¾²±¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®© y = �(!). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»
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¯®«³· ¥¬ ´³ª¶¨¾ W
�
x; �(!)

�
, ®¯°¥¤¥«¥³¾   ¤¥ª °²®¢®¬ ¯°®¨§¢¥-

¤¥¨¨ ¬®¦¥±²¢ X ¨ ¯°®±²° ±²¢  ±®¡»²¨© 
. �³±²¼ �(!) | ´³ª¶¨-
® «, ®¯°¥¤¥«¥»©   ¯°®±²° ±²¢¥ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨  ¸¥£® ¢¥°®-
¿²®±²®£® ¯°®±²° ±²¢  ( ¯°¨¬¥°, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥). �®-

«®¦¨¬ '(x) = �
�
W
�
x; �(!)

��
. �®£¤  �-ª°¨²¥°¨¥¬ ¢»¡®°  ®¯²¨¬ «¼-

®£®  ¡®°  x
� ¢µ®¤»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ±¨±²¥¬»  §®¢¥¬ ³±«®¢¨¥ ²®£®,

·²® ¢ ²®·ª¥ x� ´³ª¶¨¿ '(x) ¯°¨¨¬ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥.
� ¨¡®«¥¥ ¯®¯³«¿°»¥ �-ª°¨²¥°¨¨ ¯®«³· ¾²±¿, ¥±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ´³ª-

¶¨® «  � ¢§¿²¼ ¨«¨ k-»© ¬®¬¥², ¢ · ±²®±²¨, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨-
¤ ¨¥, ¨«¨ ¤¨±¯¥°±¨¾, ¨«¨ Lk-®°¬³. �¹¥ ®¤  ¢®§¬®¦®±²¼: ¢»¡° ²¼
¥ª®²®°³¾ ª®±² ²³ � ¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ´³ª¶¨® «:

�(�) = Pf! 2 
 j �(!) � �g:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ ¬®£®ª°¨²¥°¨ «¼»© ¯®¤µ®¤ ª °¥¸¥¨¾
§ ¤ ·¨.

2 �®¤¥«¨ ± ¥¯®«®© ¨´®°¬ ¶¨¥©

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ y | ½²® ½«¥¬¥² ¯°®±²° ±²¢  ±®¡»²¨© 
: y = !. �»¬¨
±«®¢ ¬¨, ¯ ° ¬¥²° y ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¥®¯°¥¤¥«¥»© ´ ª-
²®°, ¢«¨¿¾¹¨©   ¢¨¤ ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨¨. � ±±¬®²°¨¬ ª« ±±¨·¥±ª¨¥
ª°¨²¥°¨¨ ¯®¨±ª  ®¯²¨¬ «¼®£® x�.

1. �°¨²¥°¨© £ ° ²¨°®¢ ®£® °¥¸¥¨¿ (� «¼¤). �®«®¦¨¬

W
0(x) = min

y2

W (x; y):

� ª ·¥±²¢¥ ®¯²¨¬ «¼®£® x� ¢»¡¥°¥¬ ²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ¤®±²¨£ ¥²±¿
¬ ª±¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ W 0(x). �²®² ¬¥²®¤  §»¢ ¾²±¿ ¥¹¥ ¬¥²®¤®¬ ¯¥±-

±¨¬¨±² , ² ª ª ª ¯°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ x ¬» ¢»¡¨° ¥¬ \ ¨-
µ³¤¸¥¥ ±®¡»²¨¥" (ª®£¤  ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨¨¬ ¥²  ¨¬¥¼¸¥¥ § -
·¥¨¥). �² ª, x�  µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿:

W
0(x�) = max

x2X
W
0(x) = max

x2X
min
y2


W (x; y):

2. �¥¸¥¨¥ ®¯²¨¬¨±² . �®«®¦¨¬

W
00(x) = max

y2

W (x; y):

� ª ·¥±²¢¥ ®¯²¨¬ «¼®£® x� ¢»¡¥°¥¬ ²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ¤®±²¨£ ¥²±¿
¬ ª±¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ W

00(x). � §¢ ¨¥ ½²®£® ¬¥²®¤  ®¡º¿±¿¥²±¿ ²¥¬,
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·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ x ¬» ¢»¡¨° ¥¬ \ ¨«³·¸¥¥ ±®¡»²¨¥"
(ª®£¤  ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨¨¬ ¥²  ¨¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥). �² ª, x�

 µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿:

W
00(x�) = max

x2X
W
00(x) = max

x2X
max
y2


W (x; y):

3. �°¨²¥°¨© �³°¢¨¶ . �²®² ª°¨²¥°¨© ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥¬ ¤¢³µ
¯°¥¤»¤³¹¨µ. �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ � 2 [0; 1], ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾

W�(x) = (1� �)W 0(x) + �W
00(x):

�¯°¥¤¥«¿¥¬ x
� ¨§ ³±«®¢¨¿

W�(x
�) = max

x2X
W�(x):

�±®, ·²® ¯°¨ � = 0 ¯®«³· ¥¬ °¥¸¥¨¥ ¯¥±±¨¬¨±² ,   ¯°¨ � = 1 |
°¥¸¥¨¥ ®¯²¨¬¨±² .

4. �°¨²¥°¨© �½¢¨¤¦ . �¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ V (y)   ¯°®±²° ±²¢¥
±®¡»²¨© 
, ¯®«®¦¨¢ V (y) = maxx2X W (x; y). � ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾
¯®²¥°¼ ¨«¨ ´³ª¶¨¾ ±®¦ «¥¨¿:

B(x; y) = V (y) �W (x; y) = max
x2X

W (x; y)�W (x; y):

� ©¤¥¬ ®¯²¨¬ «¼»© x� ¨±µ®¤¿ ¨§ ª°¨²¥°¨¿ � «¼¤  (°¥¸¥¨¿ ¯¥±±¨¬¨-
±² ) ¤«¿ ´³ª¶¨¨ B(x; y). � ¿¢®¬ ¢¨¤¥, x� ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ±«¥¤³¾¹¥£®
³±«®¢¨¿:

min
y2


�
max
x2X

�
W (x; y)

�
�W (x�; y)

�
= max

x2X
min
y2


�
max
x2X

�
W (x; y)

�
�W (x; y)

�
:

5. �°¨²¥°¨© � ©¥± {� ¯« ± . �²®² ª°¨²¥°¨© ±®±²®¨² ¢ ±¢¥¤¥¨¨
¬®¤¥«¨ ± ¥¯®«®© ¨´®°¬ ¶¨¥© ª ¬®¤¥«¨ ± ¥®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ´ ª²®-
° ¬¨. � ª ·¥±²¢¥ y ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ y = �(!) ¨
¯°¨¬¥¿¥¬ ª°¨²¥°¨¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« .

3 �¬¨² ¶¨®»¥ ¬®¤¥«¨

�® ¬®£¨µ °¥ «¼»µ ½ª®®¬¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¿µ ±®®²®¸¥-
¨¿, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ° §»¥ ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ®ª §»¢ ¾²±¿ ¤®±² ²®·®
±«®¦»¬¨, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¥¢®§¬®¦®±²¨  ©²¨ ¿¢®¥ °¥¸¥¨¥, ®¯¨-
±»¢ ¾¹¥¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ±¨±²¥¬». �°®¬¥ ²®£®, · ±²® ¬®£¨¥ ¯ ° ¬¥²°» ¥
¬®£³² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥» ²®·® ¨§-§  ¯°¨±³¹¨µ °¥ «¼®© ±¨²³ ¶¨¨ ±«³-
· ©»µ ¢®§¬³¹¥¨©. �±¥ ¢»¸¥±ª § ®¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨
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¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¢®§¬®¦®±²¥© ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ²¥µ¨ª¨. �¥ «¨§®¢ -
»¥   ª®¬¯¼¾²¥°¥ ·¨±«¥»¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨, ¯®«³·¥»¥ ¨§ ±²°®£¨µ
¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥©,  §»¢ ¾²±¿ ¨¬¨² ¶¨®»¬¨ ¬®¤¥«¿¬¨.

�¬¨² ¶¨®»¥ ¬®¤¥«¨ ¬®¦® ³±«®¢® ° §¤¥«¨²¼   ¯ ±±¨¢»¥ ¨
 ª²¨¢»¥. �°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¯ ±±¨¢»µ ¬®¤¥«¥© ¯°®¢®¤¿²±¿ ½ª±¯¥°¨-
¬¥²», ±®±²®¿¹¨¥ ¢ ±º¥¬¥ ¨ ®¡° ¡®²ª¥ ¤ »µ. �¬¥¸ ²¥«¼±²¢® ¢
° ¡®²³ ¬®¤¥«¨ ¥ ¯°®¨±µ®¤¨². �°¨¬¥°®¬ ¯®±²°®¥¨¿ ² ª¨µ ¬®¤¥«¥©
¿¢«¿¥²±¿ ±¡®° ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ¨´®°¬ ¶¨¨ ¨ ¥¥ ¯®±«¥¤³¾¹ ¿ ®¡° -
¡®²ª  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨,  ¯°¨¬¥°, ¢»·¨±«¥¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨-
·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©, ¤¨±¯¥°±¨¨, ° §«¨·»µ ¬®¬¥²®¢ ¨ ².¤.

�ª²¨¢®¥ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ±®±²®¨² ¢ ¯°®¢¥¤¥¨¨ ·¨±«¥»µ ½ª±¯¥°¨-
¬¥²®¢ ¯°¨ ° §»µ ¯ ° ¬¥²° µ (¨ ¤ ¦¥ ¯°¨ ° §»µ ¬®¤¥«¿µ) ¨ ®²¡®°¥
²¥µ ¯ ° ¬¥²°®¢ (¬®¤¥«¥©), ª®²®°»¥  ¨¡®«¥¥  ¤¥ª¢ ²» ¨¬¥¾¹¥©±¿
ª®ª°¥²®© ±¨²³ ¶¨¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ³¦¥  ª²¨¢® ¢¬¥¸¨¢ ¥¬±¿
¢ ¬®¤¥«¼. � ¯°¨¬¥°, ¨§³· ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢»¯³±ª  ²®¢ °®¢ ®² ª®«¨-
·¥±²¢ ¯¥°¢¨·»µ °¥±³°±®¢, ¬» ¬®¦¥¬ ¬®¤¥«¨°®¢ ²¼ ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ¢  -
«¨·¨¨ °¥±³°±» ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨ ± ° §«¨·»¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨-
¿¬¨,   ´³ª¶¨¾, § ¤ ¾¹³¾ ¢»¯³±ª ²®¢ °®¢, ®¯°¥¤¥«¿²¼ ª ª ¥ª®²®-
°»© ±«³· ©»© ¯°®¶¥±±. �¥ «¨§³¿ ¢±¥ ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»
  ª®¬¯¼¾²¥°¥ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¬¥²®¤  ¯±¥¢¤®±«³· ©»µ
·¨±¥«, ¬» ¯®«³·¨¬ ¨¬¨² ¶¨®³¾ ¬®¤¥«¼. �° ¢¨¢ ¿ ½²³ ¬®¤¥«¼ ± ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼®±²¼¾ ¨ ¢ °¼¨°³¿ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ¤®¡¨¢ ¥¬±¿ ²®£®,
·²®¡» °¥§³«¼² ²» ·¨±«¥®£® ½ª±¯¥°¨¬¥²   ¨¡®«¥¥ µ®°®¸® ±®£« ±®-
¢ «¨±¼ ± °¥ «¼»¬¨ ¤ »¬¨.

�°¨¢¥¤¥¬ ®±®¢»¥ ½² ¯» ¯®±²°®¥¨¿ ¨¬¨² ¶¨®®© ¬®¤¥«¨.

1. �®®²®¸¥¨¿, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ¢µ®¤»¥ ¢¥«¨·¨» ± ¢»µ®¤»¬¨,

¯°¨¢®¤¿²±¿ ª  «£®°¨²¬¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ±®®²®¸¥¨¿
§ ¤ ¾²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨, ²® ½²¨ ³° ¢¥¨¿ § ¬¥-
¿¾²±¿   ª ª®©-«¨¡® ·¨±«¥»© ¬¥²®¤ ¨µ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿.

2. �®±² ¢«¿¥²±¿ ª®¬¯¼¾²¥° ¿ ¯°®£° ¬¬ , °¥ «¨§³¾¹ ¿ ³ª § -

»© ¢»¸¥  «£®°¨²¬.

3. �°®¢®¤¨²±¿ ª®¬¯¼¾²¥°»© ½ª±¯¥°¨¬¥². � °¥§³«¼² ²¥ ² ª®£®
½ª±¯¥°¨¬¥²  ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¢»µ®¤»¥ ¢¥«¨·¨» ¯°¨ § ¤ »µ ¢µ®¤-
»µ, ¨±±«¥¤³¥²±¿ ¨§¬¥¥¨¥ ¢»µ®¤»µ ¢¥«¨·¨ ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¢µ®¤»µ
¨ ².¤. �®¤·¥°ª¥¬, ·²® ¤ »© ½ª±¯¥°¨¬¥² ¯°®¢®¤¨²±¿ ¥ ± °¥ «¼®©
±¨±²¥¬®©,   ± ¥¥ ¬®¤¥«¼¾, ¯®½²®¬³ ®, ¯®§¢®«¿¿ ° ±±¬®²°¥²¼ ¡®«¼¸¨¥
¢®§¬®¦®±²¨ ¨§¬¥¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢, ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ £¨¡ª¨¬, ·¥¬ ½ª±-
¯¥°¨¬¥² ± °¥ «¼®© ±¨±²¥¬®©.
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4 �®¤¥«¼ �¥©«®° 

� ±±¬®²°¨¬ ®¤¨ ¨§ ¯°¨¬¥°®¢ ¨¬¨² ¶¨®»µ ¬®¤¥«¥©, ° §° ¡®² »©
�¥©«®°®¬ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¢«¨¿¨¿ ¯° ¢¨²¥«¼±²¢¥®© ´¨ ±®¢®© ¯®«¨-
²¨ª¨   ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¥ ½ª®®¬¨ª¨.

�  ¿ ¬®¤¥«¼ ° ¡®² ¥² ¢ ¤¨±ª°¥²®¬ ¢°¥¬¥¨ t. �«¿ ¥¥ ®¯¨± ¨¿
¨±¯®«¼§³¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥, ¨§¬¥°¿¥¬»¥ ¢ ¤¥¥¦®¬ ¨±·¨-
±«¥¨¨:

Ct | «¨·®¥ ¯®²°¥¡«¥¨¥;

W
p
t | ´®¤ § ° ¡®²®© ¯« ²» ¢ · ±²®¬ ±¥ª²®°¥;

Pt | ±³¬¬ ° ¿ ¯°¨¡»«¼ £®±³¤ °±²¢ 

It | £®±³¤ °±²¢¥»¥ ¨¢¥±²¨¶¨¨;

Kt | ®±®¢®© ª ¯¨² «;

Yt |  ¶¨® «¼»© ¤®µ®¤.

�¨ ¬¨ª  ½²¨µ ¯¥°¥¬¥»µ § ¢¨±¨² ®² ±«¥¤³¾¹¨µ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ
´ ª²®°®¢:

Wt | ¯° ¢¨²¥«¼±²¢¥»© ´®¤ § ° ¡®²®© ¯« ²»;

Gt | ¯° ¢¨²¥«¼±²¢¥»¥ § ª §»;

Tt |  «®£   ¤¥«®¢³¾  ª²¨¢®±²¼.

�¯¨± ¨¥ ¬®¤¥«¨ ±®±²®¨² ¨§ ®¯¨± ¨¿ ¡ « ±®¢»µ ±®®²®¸¥¨© ¨
³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨ª¨.

� « ±®¢»¥ ±®®²®¸¥¨¿

1. �° ¢¥¨¥  ¶¨® «¼®£® ¤®µ®¤ :

Yt = Ct + It +Gt � Tt:

2. �° ¢¥¨¥ ¯°¨¡»«¨:

Pt = Yt � (Wt +W
p
t ):

3. �° ¢¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ª ¯¨² « :

Kt = Kt�1 + It:
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�° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨

1. �¨ ¬¨ª  ¯®²°¥¡«¥¨¿:

Ct = a1 + a2(W
p
t +Wt) + a3Pt + a4Pt�1 + �

(1)
t :

2. �¨ ¬¨ª  ¨¢¥±²¨¶¨©:

It = b1 + b2Pt + b3Pt�1 + b4Kt�1 + �
(2)
t :

3. �¨ ¬¨ª  ±¯°®±    ° ¡®·³¾ ±¨«³ :

W
p
t = c1 + c2(Yt + Tt �Wt) + c3(Yt�1 + Tt�1 �Wt�1) + c4t+ �

(3)
t :

�¤¥±¼ ai, bi ¨ ci | ¥ª®²®°»¥ ª®±² ²»,   �
(i)
t | ±«³· ©»¥ ¢¥«¨-

·¨», ¬®¤¥«¨°³¾¹¨¥ ¢±¥ ±«³· ©®±²¨, ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¯°¨ ´³ª¶¨®¨-
°®¢ ¨¨ °¥ «¼»µ ±¨±²¥¬. � ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ±«³· ©»© ¢¥ª²®°

� =
�
�
(1)
t ; �

(2)
t ; �

(3)
t

�
¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ®°¬ «¼® ° ±¯°¥¤¥«¥»¬,   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ f�tgt�0
±®±²®¿¹¥© ¨§ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ¢¥ª²®°®¢.

� ¬¥· ¨¥. �°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® «¨¥©®±²¨ ³° ¢¥¨© ¤¨ ¬¨ª¨ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¤®±² ²®·® £°³¡»¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬ ¨ ¥ ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¨ ¨±¯®«¼-
§®¢ ²¼ ¬®¤¥«¼ �¥©«®°  ¤«¿ ¤®«£®¢°¥¬¥®£® ¯°®£®§ . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
¢ ³±«®¢¨¿µ ±² ¡¨«¼®±²¨ ½ª®®¬¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ª° ²ª®¢°¥¬¥»©
¯°®£®§ ± ¯®¬®¹¼¾ ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ¢®§¬®¦¥.

� ¬¥· ¨¥. � ¦»¬ ½² ¯®¬ ±®±² ¢«¥¨¿ ¬®¤¥«¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ª «¨-

¡°®¢ª , ².¥. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ai, bi ¨ ci,   ² ª¦¥ ª®¢ °¨-

 ¶¨®®© ¬ ²°¨¶» ¤«¿ ¢¥«¨·¨ �
(i)
t . � ª ¿ ª «¨¡°®¢ª  ¬®¦¥² ¡»²¼

¯°®¢¥¤¥    ®±®¢¥ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¤ »µ ¯® ¯°®¸«»¬ £®¤ ¬ ± ¨±¯®«¼-
§®¢ ¨¥¬ ¬¥²®¤   ¨¬¥¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢.

� ¬¥· ¨¥. �°¨ ·¨±«¥®¬ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¨ ¥¨§¡¥¦® ¢®§¨ª ¾² ¯®-

£°¥¸®±²¨. �²® ±¢¿§ ® ª ª ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¯°¨¡«¨¦¥»¬ ¬¥²®¤®¢
°¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨©, ² ª ¨ ± ®£° ¨·¥»¬¨ ¯® ²®·®±²¨ ¢»·¨±«¨²¥«¼-
»¬¨ ¢®§¬®¦®±²¿¬¨ ª®¬¯¼¾²¥° . �®½²®¬³ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¨¡«¨-
¦¥ ¿ ¬®¤¥«¼  ¤¥ª¢ ²® ®²° ¦ «  ª ·¥±²¢¥»¥ ¿¢«¥¨¿ ¨§ ¬®¤¥«¨-
°³¥¬®© °¥ «¼®© ±¨±²¥¬», ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¨±ª®¬®¥ °¥¸¥¨¥ ¡»«®
³±²®©·¨¢® ¯°¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ±¨±²¥¬». �³¹¥±²¢³¥²
¬®£® ° §»µ ®¯°¥¤¥«¥¨© ³±²®©·¨¢®±²¨, ®¯¨± ¨¾ ª®²®°»µ ¯®±¢¿¹¥
±«¥¤³¾¹¨© ° §¤¥« «¥ª¶¨¨.
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5 �¨¯» ³±²®©·¨¢®±²¨

� ±±¬®²°¨¬ ®±®¢»¥ ²¨¯» ³±²®©·¨¢®±²¨, ¢±²°¥· ¾¹¨¥±¿ ¢ ½ª®®-
¬¨ª¥,   ¯°¨¬¥°¥ °¥¸¥¨© ®¡»ª®¢¥®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢-
¥¨¿ _x = F (x). �³±²¼ '(t) | °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ±  · «¼»¬
³±«®¢¨¥¬ '(t0) = x0, ¯°®¤®«¦ ¾¹¥¥±¿   ¢±¾ ¯®«³®±¼ [t0;1). �³¤¥¬
£®¢®°¨²¼, ·²® °¥¸¥¨¥ '(t) ³±²®©·¨¢®, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥-
±²¢³¥² ² ª®¥ � > 0, ·²® «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥  (t) ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬
 (t0), ² ª¨¬ ·²® kx0 �  (t0)k < �, ¯°®¤®«¦ ¥²±¿   [t0;1) ¨ ¤«¿ ¥£®
¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥: k'(t)� (t)k < " ¤«¿ «¾¡®£® t. �»¬¨
±«®¢ ¬¨, ³±²®©·¨¢®±²¼ | ½²® ° ¢®¬¥° ¿   ¨²¥°¢ «¥ [t0;1) ±µ®¤¨-
¬®±²¼ °¥¸¥¨©  (t),  · «¼»¥ ³±«®¢¨¿ ª®²®°»µ ±²°¥¬¿²±¿ ª x0, ª
°¥¸¥¨¾ v(t).

�±«¨ '(t) | ³±²®©·¨¢®¥ ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥, ².¥. '(t) = const, ²®
'(t)  §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢»¬ ¯® �¿¯³®¢³.

1. �³±²¼ '(t) = const | ³±²®©·¨¢®¥ ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥. �®£¤ 

®®  §»¢ ¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢»¬, ¥±«¨ '(t)� (t) ! 0 ¯°¨
t!1.

2. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ '(t) | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ³±²®©·¨¢®¥ °¥¸¥¨¥. �» £®-
¢®°¨¬, ·²® '(t) ±¨«¼®  ¡±®«¾²® ³±²®©·¨¢®, ¥±«¨ '(t)� (t)! 0 ¯°¨
t!1, ¨ ±« ¡®  ¡±®«¾²® ³±²®©·¨¢®, ¥±«¨ '(t)� (t) | ®£° ¨·¥ ¿
´³ª¶¨¿ ¯°¨ t, ¡®«¼¸¨µ ¥ª®²®°®£® t0.

3. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ³±²®©·¨¢®¥ '(t) ±¨«¼® ®²®±¨²¥«¼® ³±²®©-
·¨¢®, ¥±«¨ '(t)= (t) ! 1 ¯°¨ t!1, ¨ ±« ¡® ®²®±¨²¥«¼® ³±²®©·¨¢®,
¥±«¨ '(t)= (t) | ®£° ¨·¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨ t, ¡®«¼¸¨µ ¥ª®²®°®£® t0.

4. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® '(t) ±¨«¼® «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢®,
¥±«¨ ln'(t)= ln (t) ! 1 ¯°¨ t ! 1, ¨ ±« ¡® «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨ ³±²®©-

·¨¢®, ¥±«¨ ln'(t)= ln (t) | ®£° ¨·¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨ t, ¡®«¼¸¨µ ¥-
ª®²®°®£® t0.

�°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ²¥®°¥¬³, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¤®±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬  ±¨¬-
¯²®²¨·¥±ª®© ³±²®©·¨¢®±²¨. �³±²¼ '(t) = x0 ¿¢«¿¥²±¿ ±² ¶¨® °»¬
°¥¸¥¨¥¬, ².¥. F (x0) = 0. � °¿¤³ ± ³° ¢¥¨¥¬ _x = F (x) ° ±±¬®²°¨¬
«¨¥ °¨§®¢ ®¥ ³° ¢¥¨¥ _x = A (x � x0), £¤¥ A = dF (x0) | ¤¨´´¥-
°¥¶¨ « ®²®¡° ¦¥¨¿ F ¢ ²®·ª¥ x0.

�¥®°¥¬  22.1 �±«¨ ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  � ®¯¥° ²®°  A «¥¦ ² ¢

«¥¢®© ¯®«³¯«®±ª®±²¨, ².¥. Re� < 0, ²® ¯®«®¦¥¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ '(t) =
x0 ³° ¢¥¨¿ _x = F (x) ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢»¬.

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯®«®¦¥¨¨ ° ¢®¢¥-
±¨¿ ¢ ¥®ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ °®±²  �®«®³.
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6 �¥®ª« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ °®±²  �®«®³

�³±²¼ L | ª®«¨·¥±²¢® ²°³¤®¢»µ °¥±³°±®¢, K | ª ¯¨² « ¨ F (K;L)
| ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿. � ±±¬®²°¨¬ ½ª§®£¥³¾ ¬®¤¥«¼, § ¤ -
¾¹³¾ ¤¨ ¬¨ª³ ¯ ° ¬¥²°®¢ L ¨ K ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬»
¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©:(

_L = nL

_K = sF (K;L);
(22.1)

£¤¥ s | ¨¢¥±²¨°³¥¬ ¿ ¤®«¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢ .
�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ F (K;L) ®¤®-

°®¤  ±²¥¯¥¨ 1,   ´³ª¶¨¿ f(k) = F (1; k), £¤¥ k = K=L | ´®¤®¢®-
®°³¦¥®±²¼, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

f(0) = 0; f 0(k) > 0; f 00(k) < 0; lim
k!1

f
0(k) = a; lim

k!0
f
0(k) = b; b > a:

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I ¨²¥°¢ « (a; b) (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, b ¬®¦¥² ° ¢¿²¼±¿
¡¥±ª®¥·®±²¨).

�±¯®«¼§³¿ ³° ¢¥¨¿ (22.1), ¢»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ _k ´®¤®¢®®°³-
¦¥®±²¨ k. �¬¥¥¬

_k =
_K

L
� K _L

L2
=

_K

L
� k

_L

L
=
sF (K;L)

L
� k

nL

L
= sf(k) � nk:(22.2)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±² ¶¨® °»¥ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ (22.2) ®¯°¥¤¥«¿-
¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ f(k)=k = n=s.

�¥®°¥¬  22.2 � ±¤¥« »µ ¢»¸¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿µ, ¥±«¨ n=s 2 I, ²®

±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ k
�
, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ±®±²®¿-

¨¥¬ ° ¢®¢¥±¨¿ ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ (22.2). �²® ° ¢®¢¥±¨¥  ±¨¬¯²®²¨-

·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢®. �®«¥¥ ²®£®, «¾¡»¥ ¤¢  °¥¸¥¨¿ Li(t), Ki(t) ±« ¡®
®²®±¨²¥«¼® ³±²®©·¨¢», ².¥. ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ t:����L1(t)L2(t)

���� < c1;

����K1(t)

K2(t)

���� < c2;

£¤¥ ci | ¥ª®²®°»¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ª®±² ²».




